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, INDEX CAPITVM>
IN VOLVMINE TERTIO

CONTENTORVH. ''

* • »

PARS P R I M A.

Inueftigatio fun£^ionum duarum varia-

bilium ex data difierentialium cuius-

'vis gradus relatione.

Sedtio prima, de inueftigatione dua-

rum variabilium fun£lionum ex
« data difierentialium primi gra-

.
•

‘ dus relatione. '

: ,
1

Cap. L De natura aequationum difFerentia-

lium
, quibus funftiones duarum va-

):( 2 riabi-



^ “• riabilium determinantur in" geiiefe'
^

pag. 3-
. ;

Gap; II; De refohitione-acqnatiormm, quibus
altera formula differentialis per quan-
titates finitas vtcunque datur, pag. 37.

Gap. III. De refolutione aequationum, quibus

biparum formularum differenti^ium al-

teri. per -alteram vtcunque • datur j

O
pag. 68.

, r-t T/ I
^ ' 1, I

. 1
T I/: 1

J. /i .1 1 v-i 1 « i V .-i - * • -

Gap. IV. JDe .Tcfokitionciioquationum, quibus
relatio inter binas formulas differentia-

les - et ynicanr trium-quantitatum varia-

bilium proponitur, pag. 83-

^ :r l
'1 2 'i 7 'l

Gap. . V, . De, refolutione ^uatipnum; qqibt$
' relatio' 'inter' quantitit^

> ^^ 1

»

' binas' triimi variabilium y:,'V, a;

,

'

quae-

cunque riatur-, pagw-113. '

CAp.' VI. De refolutione aequationum
,
^i-

:
' bus relatio inter binas formulas diffe-

^entiales-(j3),i(3j)‘, ;.et .omnes tres

' variabiles v, j' , «, quaecunque datur,

pag. 142.

SefUo
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Se£^io fecunda , de. inueftigatione dua-

rum- variabilium fuhftionum ex
data differentialium fecundi gra-

dus relatione. :
'

. I
I .

Gap. I. De - formulis differentialibus fecundi
gradus in genere, pag. igi.

Gap. IL De vna formula differentiali fecundi

gradus per reliquas quantitates vtcun-'

- que data, pag. 198.
;

:

Gap. in. Si duae vel omnes formulae fecundi

gradus per reliquas quantitates deter-

minantur, pag. 234.
'

-
’

j

’

t

’ • '
T ‘ 'D

Gap. IV. AljjipnietKodus ^culiaris.huiusmodi
' aequationes integi^di, pag. 262.

Gap. y..Transformatio fingularis eanmdem>
’ aeqi^iopum

,
pag. 292.

Se£lio‘' tertia
V

‘de inueftigatione dua-

rum variabilium funftionumex
data differentialium tertii' altio-

• rumque graduum relatione.
’ -.ii . .

•

Gap. I. De refolutione aequationum fimpli-

ciffimarum vnicam formulam differen-

tialem inuoluentium
,
pag. 345.
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Cap. IL De mtegrarione aequationum alrio-

rum per reductionem, ad in£biores,

pag- 359-

Cap. in. De integratione aeqintionum ho-
mogenearum, vbi finguli termini for-

mum difFerentiales eiusdem gradus

continent, pag, 378.

PARS ALTERA.

Inueftigatio fun£i:ionum trium varia-

bilium ex data ditierentialium '

relatione.
i

Cap. L De formulis differentialibus fiipftio-

num tres variabiles iniioluentium i

. pag. 392.

Cap. n. De inuentione flinCtionum trium
variabilium- ex dato cuiuspiam formu-
lae differentialis valore, pag. 403.

,Cap. UL De refolutione aequationum diffe-

rentialium primi gradus, pag. 423.

Cap. IV. De refolutione aequationum diffe-

rentialium homogenearum
,
pag. 442.

APPEN-
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APPENDIX- ^

i
De .Calculo variationum.

'

Cap. L De calculo variationum in genere;
!' P^* 461* ' • ’ •

Cap, IL De variatione formularum differcn*

tialium duas variabiles inuoluentitim

«

pag. 482.

Cap. De vanarione formulamn integry
lium fimplidum duas variabiles innolr

ventiumj pag. 504. _

Cap. IV. De variatione formulannn int^ra*
lium complicatarum duas variabiles

inuoluentium
,
pag. 529,'

Cap. V. De variatione formularum integi^
lium variabiles inuoluentium, et du-
plicem relationem implicantium, p7349.

Cap. VI. De variatione formularum differen-

tialium tres variabiles inuoluentium,
quarum relatio vnica aequatione con-
tinctur, pag. 565.

Cap. VTT. De variatione formularum inte-

gralium
,
tres variabiles inuoluentium,

quarum vna vt fun£lio binarum reli-

quarum fpetour , pag. 581.

SVPPLE-



SVPPLEMENXyM.
Euolutio cafuum prorfus 'fin^larium

. cirea. integrationem aequatior

cuxn difierentialium
, pag. 59^.

•.
•
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CALCVLI INTEGRAT.TS.

LIBER, ros 1'ERIOR.

PARS PRIMA
S E V

INVESTIGATIO FVNCTIONVM DVA-
RVM VARIABILIVM EX DATA DIFFERENTIALIVM

CVIVSVIS GRADVS RELATIONE.

SECTIO PRIMA
INVESTIGATIO DVARVM VARIABILIVM

FVNCTIONVM EX DATA DIFFERENTIALIVM
HUMI GRADVS RELATIONE.
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r> E

NATVRA AEQVATIONVM DIF‘
FERENTIALIVM QVIBVS FVNCTIONES
DVARVM VARIABILIVM DETER-

MINANTVR IN GENERE.

Problema i.
/

z.

S
i z fit fuiKflio quaecunque duarum rariabilium

X tt y y
definire indolem aequationis dififeren-

tialis qua relatio differentialium dx
y
dy dz

exprimitur.

Solutio.
Sit Pij:-+-Q</y-l-R</«±ro’ aequatio relatio-

nem differentialium dx
y

dy zt dz exprimens ,
ia

A z qua
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C A P V T I.+

qua P ,
et R fint fundtiones quaecun<|He ipfarum

X
,

ct z. Ac primo quidem neceffe eft
,
vt haec

aequatio nata fit ex difiFerentiatione aequationis cuius-

piam finitae poftquam difierentiale per quampiam
quantitatem fuerit diuifum. Dabitur ergO' quidam

multiplicator puta M ,
per quem formulx

V d X (^dy -\-Kd z

multiplicata fiat integrabilis
;

nifi enim talis multi-

plicator exifteret , aequatio diflerentialis propofita fo-

ret abfurda ,
nihilque omnino declararet. Totum

ergo negotium huc redit
,

vt charader aflignetur
,

cuius ope huiusmodi aequationes differentiales abfur-

dae nihilque fignificantes a rcalibus dignofei queant.

Hunc in finem contemplemur aequationem propofi-

tam ?dx-\-Qdy-\-Rdz~o tanquam realem.. Sic M
multiplicator eam reddens integrabilen? ^ ita vt haec

formula

M P -1-M 0.//;' -4- M R

fit verum difierentiale cuiuspiam funAionis trium

vanabilium x,y et z; quae funftio fi ponatur -V
haec aequatio V = Conft. futura fit integrale com-
pletum aequationis propofiwe. Siue igitur x, fiue y,

fiuc z accipiatur confians
,

fingulas has formulas :

MR^/2+ MP</x j ;

feorfim integrabiles efle oportet
;

vnde ex natura

difierentialium erit

/ rf. MQ.
1 di

vnde
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C A p y T I. 5

Tnde per euoltationem hae tres oriuntur acquatioacs;'

I. M(g-)+(i(i-;)-M(i-;)-R(J?)=o
'

II. M(y)+R(^^)-M(i-;)-P(i!)=o

III. M(H)+ P(J^)-M(|%)-(i(^)=<,
'

quaruiTT C prima per P ,
fecunda per Q et tertia

per R multiplicetur; irt fumma omnia diflerentialia

ipfius M fe tollent ^ et reliqua aequatio per M di-

vifa erit :
'

^

qine continet charaditerem f aequationes diflercntiales’

rcalcs ab abfurdis difeernentem, et quoties inter quan-

titates P,.Q er R’ haec conditio locum habet, toties

aequatio diffcrcotians propofita

? d X -H R ^ 2 ~ o

cft realis. Caeterum hic meminifle oportet , huius-^

modi formulam -vucinulis inclufam ( j-|-) figqificare

-valorem fi in differentiatione ipfius fola quan-

titas z Yt \ariabilis tradtetur
;
quod idem de ceteris

eft tenendum
,
quae ergo femper ad fundiones fini-

us reducuntur.

Coroll. I.

2, Propofita ergo aequatione difierentiali inter

tres Yariabiles

;

P jf 4- Q_djf -i- R 2 r: o
,

A 3 ante
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C’A P V T I.

ante omnia difpiciendum eft
,
vtrum ch5tra<Scr in-'

-ventus locum habeat
,
nec ne? priori cafu .aequatio

erit realis
,

pofteriori Tero abfurda et nihil plane

iigniHcans
,

neque vnquam ad talem aequationem

vilius prd5lematis Tolutio perducere valcu

'Coroll. 2-

3. Charatter inuentus etiam hoc modo exr

primi poteft

qtiandoquidem vncinulae non quantitates finitas afH>

ciunt, (bd folam difierentiationem ad certam variabi-

lem reftringunt.

Coroll. 5.

4. Simili modo fi aequatio haec chara(H;erem

continens per PQR diuidatur
, ea hanc formam

induet

4

quae etiam ita exprimi potefi

:

ao. _ o
?dx ^dy

Scho*
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C A P V X i 7

Scholioji’ I.

S, Quemadmodum omnes aequationes diflfcrcn*

tiales inter binas variabiles femper fimt reales, fcm^

perque per eas^ relatio certa inter ipfas variabila

definitur ,, ita hinc dUcimus,. rem. fecus fe habere

in aequationibus difiR^rentialibus
,
quae tres variabiles

inuoluant
,
atque huiusmodii aequationes

? dx -1- Q</^ -t- Rf

non cenam ««Utionem inter iplSs quantitates finitas >

X y j et z declarare, nifi quantitates P , Q, R ita

fuerint comparatae vt. charafter. inuentus locum

habeat. Ex quo intelligitur infinitas . huiusmodi ae-

quationes differentiales inter ternas vjiriabiks proponi

pofle
,
quibus nulla prorfus relatio finita conueniat

,

et quae propterea nihil plane, definiant.. Pro arbi-

trio fcilicet huiusmodi aequationes formari pofliint.,

nullo feopo propofito ad quem fiat accomnuxlatae

;

ftatim enim ac certum quoddam problema ad acr

quationem difierentialem inter ternas variabiles per-

ducit , lemper necefle eft charadlerem aflignatum ei

conuenire , cum alioquin nihil omnino fignificaret.

Talis aequatio nihil fignificans eft exempli gratii

zdx-\'Xdj-{-jdt:=:Oy ueque pro z- vlla quidem

fundtio ipfarum x et cogitari poteft quae ifti ae-

quationi fatisfaciat
;
quin etiam- charadler nofter pro

hoc exemplo dat -x-j-z y
quae quantitas cum non

euanefeat
,

abfurditatem illius aequationis declarat

.

Scho-
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i C A P V T I,

Scholion 2.

6 . Quo charadler inuentus facilius ad quosuis

.cafus oblatos accommodari queat
, ,ex aequatione

'

• P ar+ Qi/^ -+- R' m o

*pnmo' euoluantur fequentes \alores
; ^

(§)-(l“)=L; (S) (J'-)-(g)=N

,« cnara(^er nofter hac coniinebitux expreffinn/» •

! : LP-f-,MQ-hNR
* t,

''

'quae ‘fi cuanefeat
,

aequatio propofita erit realis

,

et aequationem quandam finitam agnofeet ; fin au-

tem ea ad nihilum non redigatur
,

aequatio propo-

sita erit abfufda i atque .de eius integratione ne

cogitandum quidem erit. Ita ia exemplo fupra

•pofito erit

* P = sj Q—
hinc

Lrr— i;Mr=~iet'N — — !,•

vnde charadler — x —y z abfurditatem indicat»

proferamus vero etiam exemplum aequationis realis:

I dx{yy-{:nyz+zz)^x{y-hnz)dy^xzdz—o

in qua ob

?czyy-i-t^z+zz i
Qzz^xy—nxz

;

et K——xz
erit- •

L——«x; M=— 32— et N=3^+2«a:
^ Yode
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c A P V T I. 9

vnde

LP-+-MQ+NR=-nJr( Yy+nyz-\-zz)+x{ y+tiz)[ 3z+vy)

-X2( iy+2Tiz)z:x{-n}y-mz-nzz+D'z+^nzz-\-tt}y+myz

_3^3—2«2a)rro

quare cum hic charader euanefcat
,

aequatio haec

differentialis pro reali eft habenda. Simili modo

propodta hac aequatione :

•ldx[y\z)\dy{x-\:iy\iz)^-‘dz[x\y)z=.o ob

P— 2>' + 2c; Qjzzx+ay+ iz
i
K—x+y fit

L—2 — i:z:i i M=i—2=— I ct N= 2— Xi=i,

hincque

LP+ M Q_4-NR = 2^-i-2 2 - 3^-

2

vnde ifia aequatio difierentiaiis erit realis.

Problema 2.

7. Propofita aequatione difFerentiali inter ter-

nas variabiles' x ^ y ,
a

,
quae fit realis

,
eius inte-

grale inueftigare
,
vnde 'pateat, qualis fundio vni

earum fit binarum reliquarum.

Solutio.
Sit aequatio diffcrentialis propofita:

'

Tdx~\-Qdy'i-Kdz=:o

-in qua P, Q^, R eiusmqdi fint fundiones ipfarufii

X , y et 2 ,
vt cljaradcj: reali tatis Mtf inueptus (a-

Vd III. B tisfa-
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xo C A P V l' I.

tisfaciat. NiCi enim ida aequatio e(Tet realis
, ridi*

culum foret
,

cius integrationem tentarc. Sumamus
ergo hanc aequationem efle rcalem

, atque dabitur

relatio inter ipfas quantitates x , y et z ^ aequationi

propofitae fatisfiidens ; ad quam inucniendam pe -

pendatur, fi in . aequatione integrali vna variabilium

pura z, conflans fpedletur ex eius difTerentiali nihilo

aequali poGto nafci debere ae]uationem

? d X f^dy = o.

Viciflim ergo vna variabili puta z vt conflante

tradata ,
integratio aequationis difierentialis

P (^d y — o

quae duas tantum variabiles continet
,

perducet ad

aequationem integralem quaefitam
,
G modo in quan>

titatem conflantem per integrationem ingrelTam illa

quantitas z rite inuoluatur. £x quo hanc regulam

pro integratione aequationis propoGtac colligimus.

ConGderetur vna variabilium puta z vt conflans

,

vt habeatur haec aequatio V dx^Qdy —o duas

tantum variabiles x tt y implicans ; tum eius in-

vedigetur aequatio integralis completa
, quae ergo

conflantem a^itrariam C compledetur. Deinde haec

condans C conGderetur vt fundio quaecunque ipGus z^

atque hac z nunc etiam pro variabili habita
,

ae-

quatio integralis inuenta denuo diderentietur
; vt

omnes tres x
^ y tt z tanquam variabiles tndentur,

et aequatio diderentialis refu Itans comparetur cum
propoGta Vdx-\-(^dy-^Kdzzzo

, vbi quidem fun-

dioues
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C A P V T L XX

Aiones P et Q fponte prodibunt
, fund^io R cum

ea quantitate ,
qua elementum dz afficitur

, collata

determinabit rationem
,

qua quantitas z in illam

litteram C ingreditur , ficque obtinebitur aequatio

integralis quaellta
,

quae fimul erit completa
, cum

iemper in illa litterae C pars quaedam conftans vere

arbitraria relinquatur , cum haec determinatio ex

diffirentiali ipfius C fit petenda.

C o r o 1 1. I.

8 . Reducitor ergo integratio huiusmodi aequa»

tionum differentialium tres variabiles continentium

ad integrationem aequationum differentialium inter

duas tantum variabiles
,
quae ergo quoties licet per

methodos io fuperiori libro traditas
,

eft ionitueoda.

C O r 0 1 1. 2 .

9. Haec ergo integratio tribus modis inditui

poteft prout primo vcl z vel y vel x tanquam con-

flans fpedtatur. Sempcr autem necefle efl
,

vt ea-

dem aequatio integralis refultet
, fiquidem aequatio

differentialis fuerit realis,

C O r 0 1 1.

10. Quodfi hacc methodus tentetur in aequa-

tione diflercntiali impoffibili, determinatio illius con-

flantis C non ita fuccedet , vt eam variabilem
,
quae

pro conflante efl habita, folam inuoInat{ atque etiam

ex hoc criterium realitatis peti poterit.

B 2 Scho-

1
I
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Scholion.

II. Quo Iiacc operatio facilius intclligatiir, pe-

riculum fidamus primo in ac-)uationc impoiiibili hac

zix-\-'xdy-\-ydz— o

hic fumta z pro conflante erit

zdx-hxdy^o Tcu -{-dy— o

cuius integrale eft zIx-^y=C exiftente C fundione
ipfius z. DiScrentietur ergo hacc aequatio fumemlo
etiam z variabile, pofitoque dC — Ddz, vt D (k
etiam fundio ipfius z tantum erit

:

-^dy-\-dzIx~Ddz feu

zdx-{-xdy ^dz{xlx—I)x)z=:o

deberet ergo efle ar/ar— feu Dzzlx—^ ,quod
cA abfurdum.

Deinde in aequatione reali

iidx{y^z)^dy(x-^iy-i-iz)~i-dz(x~i-y)=^9

operatio expofita ita inAituatur. Sumatur y con*
Aans vt fit

^dx[y-\-z)-\-dz(^x-\-y):=zo feu iiiL -i- _is_ — o
*-4-a j-H*

cuius integrale cA

il{x-\-y)-\-l{y^z)=:Q,

vbi C etiam ^ inuoluat. Sit ergo dCzzBdy
, et

fumto
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C A P V T I. *4

fumto etiam

tdx-^2 d

x-hy

y variabili
, differentiatio praebet

fcu

zdx{y-^z)-{-zdy[y-\-z)-\-dy[x-{-y)-\-dz{x-\-y)

^'Ddy[x+y){ y+z)

qiwe expreffio cum forma propofita collata praebet

D— o, idcoque et C fit conflans vera ;

ita vt integrale fit

( .V +y )’ (j- -4- s )
r= Confl.

Huiusmoji igitur exempla aliquot euoluamus.

Exemplum i.

12. Huius aequationis differentia/is reaTis

dx(y’-i-z)-hdy(x-l-z)-+-dz(x-i-y):=;0

integrale inuejligare.

Primo quidem patet hanc aequationem ede

realem cum fit

P •=z.y -4-2; Lrrx — I—

o

•+• z
;
M=: i — i — o

R=:x-l-j; Nrzi — irro

fumatur igitur z conflans
,

et aequatio prodibit

dx{y+z)+dy{x-\-z)= o feu ^-+-^-^= 0

cuius integrale efl

I{x-\~z)^J{y-A-z) — f:z,

*• ' B 3 (latua-



If C A P V T 1

flatuatur ergo

(Ar4-s)(y-P-s) — 2,

Tbi natura funftionis Z ex differentiatione debet erui.

Fit autem

dx{y->rz)-[‘dy{x-\-z)-\-dz{x-\ry-\-9.z)=dZ

a qua fi propofita auferatur, relinquitur ^zdz-dT.

hinc Z=::sa-i-C, ita xt aequatio intcgralis cona-

pleta fit

[x-\-z){y-\-z)—zz-\‘C feu xy-\-xz+yz:zzC

quae quidem ex ipfa propofita

ydx+zdx-\-xdy-\-zdy-\-xdz~\-ydz-=.o

facile elicitur ,
cum bina membra iundla fit integra-

bilia. ^

Exemplum 2.

13 . Htuus differentiatis aequationis reaHs

dx(ay-bz)4-dy(cz-ax)H-</a;(bx—cy)=o
aequationem integralem completam inuenire.

Realitas huius aequationis ita ofienditur:

Cum fit V — ay — b z erit L = zc

Q_=ez — ax; Mz= z b

R=:^bx — cyi N— a a

hincque manifcfto L‘P-hMQ,+ NR=:o.
lam
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C A P V T I. »5

Um fumatur z conftans
, vt habeatur

:

c—^ H ‘‘4- — & ergo — f : z— aa * ay— hz ® “ ez^ax

ftatuatur ergo Etx
'

—

^ differentiatio praebet

a d x( a y — bz)-t-aJyrez — a x)-»-adgf6r— tT)— V 7
( c *— o i )* —

,

ex cuius comparation* cum propofita fit </Z—

o

et

Z — C
,

ita Tt aequatio intcgralis completa fit

:

= « feu o r (i-f-nc)a:.

Quod fi aequatio imegralis ponatur

Aj:-t-B>-l-Ca= o

hae conflantes ita debent efTe comparatae vt fit

A f B i -H C a o

ficque conflans arbitraria concinnius inducitur.

Corollarium.

14. Haec ergo aequatio integrabilis redditur,

fi diuidatur per (cz—a x )\ atque ob eandem ra-

tionem etiam hi diuifores

:

iay^bz)* et (.bx — cy)*

idem praedant. (Vi enim intcgralis hi diuifores con-

dantem inter fe tenent rationem. Namque fi

erit
t X— ey — > — ne bx— c y —b— it e

tz— a» ' a ay— bz~~ »«

Exem-
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Exemplum 5.

15. Huius aequationis dijferentialis reafts :

dx(j7+y7-+z2)+dy(zz+xz-fxxj-f-dy(xx+xy+yy)r:o

aequationem integrakm completam inuejligare.

Renlitas huius aequationis inde patet
,
quod fit

:

T —yv+jz+zz hineque h~ 2 z-rx—x-- 2yz 2(z-^)

A*s + .v.v M~ 2 x-^y—y— 2 zz: 2{x--z)

R — .Y.V+A7+77 N = 2_y+ z-z—2xzi2{j-x)

vnde fit

;

LP+MQ;i-NR=i2(s*—

_

y*)+2Car*—s*j+a( y*— o*

Ad intcgrale ergo iuuedigandutn fumatur 2 conflans,

eritque

in
1

—Q
**-*-**-+-»* ‘ jrji a -t- a z

cuius integrale eft

Ang. tang. ^ Ang. tang- —f:z

quae per colledlionem horum angulorum abit in :

^ Ang. tang.
(a a-t-j>g-»-»>)Vi. — f ; 2.2zz~^xz-hy^^*y

Statuatur ergo = Z j
haecque ae-

quatio diffcrentictur fiimtis omnibus tribus x, y tt z

variabilibus
,

ac prodibit

^zdx!x>^yz-t.xz'-i-:^0 zz-t-iz-i-xx —ixd zlzz-i.yz+.-\-̂ )—-,yd7Sz-z+.xz^xx')-~/iy
fiai-j_xa-(-^a—a_>)*

— «^
^

cum igitur ex aequatione propt)fita fit

dx{yy+yz+zz)+dy{zz^xz-\'Xx)::z~dz[xx-\-s^-\-yy)

erit
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erit fafti fubftitutione

— ,zdz(xx-l-xy-^.yy'--2xd^(zz-^-yz^+yy}—lydz(^^-^-xr-^-xx)-.J•T /j,,,^
— -i-yyx -H X xy+xyy-t^t *> x ) _ jr/

(izz-+-xz~hy9.— xy)^ ~

quae in hanc formam redudtur

;

— » Jxf X -t-y-i-z }( xy-t- X z+y z ) .

—

( iz z-t- X z-hjr z— xy)*

At ,0b Z= Z -+-X Z -t-y Z — xy cnt

—!ZZdz[x-+-y-hX) — A7 fcn
— <* Z— 7dz(x~t.y-^-z)
. Z 2 — xy^iz-i-yz '

Necefle ergo eft vt etiam ^ fit fundio

ipfius z tantum, quae Tocetur 2, yt fit —H —
Verum ex fola forma fundionis Z negotium confici

oportet
;
quod ita expediri poteft. Cum fit

2—
. erit 1+ 2 =:
,z2-|-r7-t->z—*y .

' ,xz-4-xi-j-jra—**

hinc >
cuins valoris ope quan-

titates .V et y ex aequatione diflferentiali eliduntur
,

fitque

d z. — d Z. V -

Zi *>-H * = a Za

vnde
—dZ_ da.— — ‘'Z _1_

Z(i-t-ZJ z Z "^,_t-Z’

et integrando lz — l'-^-\-la. Ergo

'-=^— - et 2 —Z — a ^ — Z— a

ita \t aequatio integralis quaefita fit

a
'

s— a 7

Vol IIL C auae
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quae fimplicidima forma (htim colligitur ex ae-

quatione
a g( X ->- > + z ) I -4-Z a_

x^ X s -t-y z ~~ Z o"*

Corollarium.

15. Cum aequationis propofuae integrale com-
pletum fit

cx huius difierentiatione etiam ipfa aequatio propo-
fiia rciultare deprehenditur. Vnde patet aequatio-

nem propofitam integrabilcm reddi fi diuidatur per

vel etiam per jrs+j'*)*.

Scholion.
16 . Ex hoc exemplo intelligitur , determina-

tionem fundionis per integrationem illatae interdum
haud exiguis difficultatibus effe obnoxiam

; fiquidem
hic fundionem Z non fine ambagibus elicuimus.

Verum et hk ifta inueftigatio multo facilius inftitui

potuiflet
;

ftatim enim atque inuenimus

xy-t- xz-f^yz _ 7 — r-

2 zz-t-xz-t-yz — xy " — t . -6 ^

hanc ipfiitn exprcfllonem concinniorem

.cuiflet. Nempe cum fit

X — en>Z > wiii

idcoque

xjy-t-Jx-Oz _ » Za — f
X -t-y ~hx I ^2 — z •

reddere li-

Relida
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C A P V T I. 19

Relifta ergo fanftione Z ftatim ponatur

xy-^-xz-i-y z= 5: = (: Z

,

et fumtis differentialibus per fe liquebit, fieri //Sro,

ideoque Szr Confi. Adhuc facilius hoc problema

refoluitur, fi etiam fumto y conflante eius integralc

quaeratur ,
tum enim fimili modo peruenitur- ad

huiusmodi aequationem

^~*-xx-t-y z ^ Y — f - y
•

x-i-y-^x ’

quare cum haec expreflio aeque efle debeat fun<flio •

ipfius z atque ipGus y , necefle eft ,
vt ea fit con-

flans ;
eritque propterea aequatio integralis completa

xy-hxz-\~yz=:a{x-{-y+ z).

Exemplum 4.

17. Huius aequationis differentialis rea/is i

dx(xx-yy+zz)-zzdy+ zdz(y-x)+^(yy-xx)=0

aequationem integralem completam inuefligare.

Realitas huius aequationis ita oflenditur.

Ob Priza-.v— erit L—

—

32—

Q=-2Z M—

-

32+32-*^

R=z(>-.v)+f

Tode calculo fubduAo formula L P M Q^-f- N R
cuanefeit.

C a Surrt-
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Sumamus iam z confians
,

et habebimus hanC

aequationem :

dx(xx—j/j+zz)—zzdy—Oy. .. .

cuius quidem integratio non connaret
,

nifi perfpi-

ceremus ei fatisfacere particulariter j>—x. Hinc
autem ponendo ^ — integraic completum

eruere poterimus ;
fit enim

2 X zz z*
dx(zz—

liincquc dv u^—yx
,

z* dv
vv — ®

—•
. - •

quae per f multiplicata praebet integrale

XX — XX

v—fe

\bi quidem notandum efi in integratione formulae
— XX

dx quantitatem z vt conflantem traftari , eflfe-

qHC ita vt fit

dx=
Z Z ẐZ

•-1- Z.

Quodfi iam hanc aequationem differentiate velimus

fumta etiam z variabili , difficultas hic occurrit
,

quomodo quantitatis /f ** dx differentiale ex varia-

hilitate ipfius z oriundum definiri debeat. Hic ex

principiis repeti debet fi fuerit </V— S</.v-t-T<^c »

- fore
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C A P V T I. IX

fbrc
(f-i)— (^) ideoque li z conflans fumatur

T~fdx[^^). lam noflro cafu efl

XX ^ XX

s— et y=zfe^^ dx,

fumta z conflante quare cum fit

{ r* ) = > ergo T = ^fi^xxdx.
— XX

Qiiocirca quantitatis fe^* dx diflcrentiale plenum ex

variabilitate vtriusque a: et s oriundum efl

-^XX —. XX

dx~{-2pfe^^ xxdx

cui aequari debet alterius partis
^ 2: « ^ ^C zz

J-X i- 2 dife-

rentiak
,
quod efl

XX

^ ZZ ftzdz _ zzdy^zzdx 1 ixxdz^ixzdx y
^ ziyzzT) ; -t-

«

—XX

Turbat vero adhuc formula integralis fe xxdx^ in

qua s pro conflante habetur : reduci autem poteft—XX

ad priorem dx
^

fi ponatur

— XX — —XX
fe xxdxz=:.ke x-\-'Rfe dx

prodit enim foll x pro variabili habita
,

differcn-

* tiando

xxdx~ kdx—'-fi^~- -\-'^dx ergo

A= — et Bzr— Azz*a«
,

C 3 ita
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ita vt fit

— * * — « X

xxdx——{e xzz-\-\zzje* dx

quare cum fit

fe dx

—
» XX
z %

^ 25T

A

y-x

xxdx— — \e

-HZ erit

XX XX
z z

— XX
2 S -

xzz> 4-» 7 iv^
r-

alr-Jc)

Fafla ergo fubfiitutione haec orietur aequatio difle-

rcntialis

-XX

” [dx— ii? + *-i?-) 4-

_ as / »s<is ss^
I

szdx
,

«xxdz \ i

^:>-x 4- ii::,+
quae tranfit in hanc formam
—XX

dx(y-^x
) ^ zzdx j zTuiy __ zdz _ x!y^x'dz \ — zd2^Zd%

' >-x U-Xj* ~ 5-XJ* ^-x X) / «

feu
-XX

qua cum propofita collata euidens eft efle debere

sdZ — Zdzzizoku 2, — nz;

ita vt aequationis propofitae integrale completum fit:

»XX
dx—'. » a; fiqui-
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— XX

fiquidem in integrali fe dx quantius s procoa-

(linte Iiabeatur.

Corollarium,
18. Aequatio ergo propofita integrabilis red-

— X X

ditur, fi multiplicetur per ^ {
ac tum

integrale efl ipfa aequatio
,
quam inuenimus.

S C h o 1 io n i.

19. Exemplum hex: imprimis eft notatu di-

gnum
,
quod in eius folutione quaedam artificia

funt in fubfldium vocata
,

quibus in praecedentibus
» X

Bon erat opus. Per formulam autem fe dx in-

tegrale non fatis determinatum videtur. Cum enim

in ea z conflans ponatur, conflans per integrationem

introdiKcnda per nz non definitur
,

fiquidem lex
• ^ X X

non praeferibitur fecundum quam integrale dx

capi oporteat; vtrum ita vt euanefeat fa<flo xzz:o ,

an alio quocunque modo ? Dubium autem hoc di-

luetur ,
fi aequationem inuentam per z diuidamus

,

XX

vt formula integralis fit /e ® vbi cum fit
,

euidens efl ea exprimi ftiaftioncm quandam ipfius ^
ac fi ponatur |=/», fore aequationem noftram inte-

gcalcm

fdp^ Coafl=e- f

necpie
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neque hic amplius conditio illa
,

qua in ' formula

intcgrali quantitas z pro conflante fit habenda
, lo-

cum habet
,

fod integrale perinde determinatur , aC

fi aequatio duas tantum variabiles contineret. Hanc

circumflandam fi perpendiATemus
,
plenum difieren-

^ XX

tiale formulae //?
* ®

,
ex Tariabilitatc -vtriusque x

et z nullam difficultatem peperiflet. Poflquam

enim peruenimus ad aequationem

~ X ae X X

+ f;s
. «/ y ^ z *

eam ita repraefentemus

:

X — XX —XX
fe--

vbi cum in formulam intcgralem etiam variabilitas

ipfius z fit indudba, fi ea diflercntktur fumds omni-
bus ar , j' et s variabilibus orietur

:

-xee ~xx

g
30.! d_x _ \ sa / |_

zir-ziy
' * s* ' 'jf-a ” ly—xj‘

fcu

zxdx
z[y-x)

1 iXxdz

XX
* / djc: >--«) _ Zdx z<^

' x{y—x) Cy—xf ^ (jy—X)* zz:jr_x7

quae reducitur ad hanc formam ;

^^Adx{yy-xx-zz)-^zzdy-zdz[y-xy=f{yy-xx))-^

vnde patet efle debere dZ=zo et 2=Conft. ficque
elicitur aequatio integralis ante inuenta.

Scho-

V

#
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- Scholion 2.

. f

ao. Idem integrale prodiiflet, fi loco z altera

reliquarum x vel y pro confiante fuiffct affumta

;

vbi in genere notari conuenit
,

fi huiusmodi aequa-
tionem : .

Vdx~y(^y-\-Kdz—o

fumta z conflante traflare licuerit
, etiam refolutio-

nem
,
quaecunque trium variabilium pro conflante

afTumatur
, fuccedcre debere

,
etiamfi id quandoque

minus perTpiciatur. Ita io aequatione propofita fi y
pro conflante habeatur

, refolucnda erit haec ae-
quatio

;

^x{xx^zz-jy)-z'dz{x-~y)^l^{xx-yy)—o
•

* -

quae per « multiplicata cum in hanc formam ‘abeat

{xdx—xdz)[xx-\rzz^yy)~\-yzzdz~0
.

facile patet eam fimpliciorem reddi ponendo x—pz
tum enim ob ' ’ ”

zdx—xdz—zzdp •

prodibit

dp{ppzz-^rzz-yy)+ydz=o
fit porro z—qy^ fietque

V9h lll. D coi

/
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cnt eam fatis&ciat ftatoatar habe-

biturqae

Ica 4p(ipp1^~i~p*

^el

quae multiplicata per et integrata dat

t PS.— P dp{ < -t-PP)
e. pp—J'^ tp

'

At V»/'"”'# •

nic e-fH^ + ‘j)--ff-l>^P-

Cum nunc fit

6— £ et L=:!L’^i.=:»fJL=;ae»it
P-^» r —

y

J» jEjf

*» r — >« -f, r . T _ «
^ »(»-»-jtj t f?

’ ^
Vade aequatio noflra integralii erit

— g«
« SS

’^xx

‘'1=' “
cuius difierentiale , fi etiam j pro variabili habea*«

tur ,
cum aequatione propofiu comparatum dabit vt

ante /‘.j-^Conft.

Ceterum cum in his exemplis variabiles x^y^z

vbique eundem dimenfionum numerum impleant

,

methodum generalem huiusoKXli aequationes traftandi

exponam.

Problc-
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Problema 3.

ai. Si in aeqaatione difflrentiali

ftnatones P
, Q.> R futrint homogeneae ipllurum x,

j tt z eiusdem numeri dimenfioDumf eius integra-

tionem , 11 quidem fuerit realis ,
inueltigare.

Solutio.

Sit n numerus dimenfionum , quas ternae va-

riabiles * , > et « in fundionibus P , Q , R con-

ftituunt; ac polito x~pz et y^>iz ,
fiet

P=a*S ;
Q=a*T et R=«"V

ita vt iam S , T , V futurae fint fundiones bina-

rum untum variabilium p q. Cum iam fit

dx—pdz^zdp et dj/— qdz-\-zdq

aequatio nollra hanc induet Ibrmam:

dz{pS-\-qr-\-V)-^Szdp-\-Tzdq-::zo

r . Sdp^rdq
fcP T -i- ps^qi^r — o

quae aequatio realis efie nequit ,
nili formula diffe-

rentialis binas variabiles p ct q inuoluens

per (e fuerit integrabilis ;
quod eueniet fi fuerit

;

(?T-hV)(i^)-4-pT(^;)-{pS-h-V)(-4)-?S(5I)-

-S(J-f)-l-T(J2)=ro

Da' Quoties
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Quoties .ergo hic charader locum habet
, noilra ae-

quatio erit realis ,* ciusquc integrale erit

— Conft. . •

vbi' tantum opus eft vt loco litterarum p U q t»*,

lores aflumti ? et ^ reftituantur.

C o r o 1 1. I

2 2. Ita in nodro primo exemplo
( $. 12.)

cum fit

P—/H-2 j
Q—x-1-2 ; R= j:4-j' erit

S'~q+i\ Trrp4-i; V—p+y et

£? -4- (q-i- ) ap-t- ( P-*- <
.

a » p 2 pLf- 2 q ,
° »

cuius' integrate e(l

/24- i/(pq-i~p-hq)= i^(xj'~hxz-{-j'z)=:C

feu XJ'+ XZ’i-J'ZZzC.

C O r O 1 1. 2 .

2 3. In fecnndo exemplo ( f 1 3. ) eft

P — a/ — l>z: Q—cz—ax;R—l;x— cj' hinc

- Sz=:aq—b T~ t—ap; \zzbp-^cq.

Ergo’ — -h
— — o

hincque
^

’

'!

{ag-b)dp^-{c—ap)dq— o

et int grando

/
0 1
-1. — — C-

. ..0«“*®^ e»— «*
- ' CoroRs.
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Coroll. 5 ,

‘

A

2 ^. In tertio exemplo (§. i+.
) fit

$=??+?+* j
T=pp+p+x i et W=pp+pq-^rfi

hiacque

is dp(q ) -t-dg (pp^p-f, t ) —

.

q
» '

-*-«9-+-P-+-

9

qnl denominator eft —(p-+-f-h x)(pf-i-p-i-f) t

Tnde haec fradio refoluitnr in has duas^

— 9 p— dq I dp{q-t~i )-f- d 7 f f ». 1 ) •

‘
~ P9-+-P-J-9

ex quo integrale a logarithmis ad numeros perda-?

&um oritur

•(Pt-hP-Hi )— SJLrtlSj±JL* •— C •• •

p-^-9-+-'

Coroll. 4-

25. In exemplo quarto (
§. 17.) fit

S—pp-qq-^x }
T=-I i y=q-p+p{qq-pp)».

hineque

dz , ip{pp->iq-^ ' — o
a o

ideoque

dq—dp[pp~qq^x).
.

Cum ergo latisfaciat q—p ponatur q~p-\-rj fiet

dr— 3prdp~dp ;
ct integrando;

Da i»
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ita Tt integrale fit

SchoHon.

26. Cum igitur aequationes difierentiaies tres

vatubiles inuoluentes oullam habeant difficultatem

fibi propriam ,
quoniam earum refolutio , fiquidem

fuerint rcales ,
fcmpcr ad aequationes diflfercntiales

duarum variabilium reduci potefi; hoc argumentum

ftlfius.ooo profequor. Quod enim ad eiusmodi ae»

quationes diSerentiales trium variabilium attinet, id

quibus ipfa difiereutialia ad plures dimenfiones afeen*

dunt ,
veluti eft

iSJxdj-\-2Tdx/iz-{-2Vdydz=:o

de iis generatim tenendum efi ,
nifi per radicis ex-

tradionem ad formam

V . P//jt -f- Q<f/ -f-

R

o i

reduci queant , eas (emper ede abfurdas. Quomodo-

cunque enim aequatio integralis edet comparata, ex
~

ea valor ipfius z ita definiri podet , vt z aequetur

funftioni binarum variabilium x et / , vnde foret

dzz:-pdx-\-qdy y
neque hae variabiles x ct y vllo

modo a fe penderent. Hic ergo valor pdx-^qdy^

loco dz in aequatione diffcrcntiali (ubftitutus , ita

fatisfjcere deberet , vt omnes termini fe mutuo de-

ftruerent
,
quod autem fieri non pofllt

,

fi ‘ex * ae-

t .i r qua-
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^nationU «roluticme dz ita definiretur , vt diflferen-

tialia dx et dj fignis radicaltbus elTent inuoluta.

Hinc aequatio illa exempli loco allata , cum per

jelolutionem det:

—Td»—Yd>:^vfrrr—TBW-t-irrT— <iR'4y»)

rcalis efie nequit ,
nifi radix extrahi queat ,

hoc eft

aifi ip(a aequatio in fiiAores formae

Vdx-^<ldy-\-Kdz

rcfolui poflit. Atque etiamfi hoc eueniat , et hi &-

Aores nihilo aequales ftatuantur, tamen aequatio non

erit realii ,
nifi criterium fupfa. traditum locum

habeat. Ex his perfpicuum eft , ne ciusmodi qui-

dem aequationes, quae quatuor pluresue Tariahilea

inuoluant ,
plus difficultatis habere.

Problema 4.

47. Si V fit fundio quaecunque binarum va-

riabilium X et y, in formula autem integrali fVdx

quantitas y pro conftante fit habita , definire huius

formae /Vi/x diferenuale,fi praeter x etiam j' va-

riabilis affiimatur.

Solutio.
Ponatur ifta forpmla integralis /'Vrfx=2,

eritque Z vtique fimaio ambarum variabilium x et

etiamfi in ipfa integratione y pro conftante habeatur.

Euideas autem eft ,
fi viciflim io differentiatione y

CQoAaos fumator I
fore d‘Z/^Sdx, ^^are fi etiam^

, varia •
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variabilis ftatuatur
, differentiale ipfius X^fSdx

huiusmodi habebit formam : . <
.

dZz=.V dx-\-(ldy

ct quaeftio huc redit , vt ifta quantitas determi-
netur, Quia autem forma V<fA’-4-Q</y eft verum

. difierentiale
,

nccefle eft fit —
hincquc

• At dx[^ cft diffcrentiale ipfius Q,
fi y pro conflante habeatur

{ vnde Q reperietur fi

formula dx{^) ita integretur, vt ^ tanquam con-

flans tradetur, feu erit Qpfdx{^). Quocirca for-

mulae Z—fVdx differentiale ex variabilitate vtrius-
que ar ct y oriundum erit

' ’

V dZzzWdx-\-dy.fdx{^^).

Coroll. I.

r a 8. Quoniam V efl.fundio ipfarum x. tt j',
fi ponatur dW = Rdx^Sdy, erit S = (^)i
vnde fit ^

.

dZ~d.fSdx~Vdx-^dyfSdx
fcilicet in formulae /S</jc integratione

, perinde ac
formulae /V</ A* fpla quantitas x pro variabili eft

habenda. ,

'
-

# • ' *

Coroll 2.

29. Si V fuerit fundio homogenea ipfarum
af et j' exiftente numero dimenfionum ~n

, pofito

erit Rx-f-S^ryiV, idcoque

hinc

Digitized by Googie



c A P V T L 33

hinc rS^i=yV<lx-‘rRxJx. At ob> conflans ell
Rdx—il\ hinc fRxdx:xrxil\xi'Vx—fVdx
idcoqne fSdx— \dx- 1£ , et

'

d‘Z.~d.fV dx::;. V d x —
V<fjc.

C o r o I J.^
2.

^

30. Idem fecilius inuenitur ex confideratione
quod fiindio 2,z:.f\/dx futura fit homogcnea «+x
dimenfionum, quare pofito dZ~Vdx-\-Qdy

,

erit
Var-hQ^= («+i)2. j^ecque Qr=lJL±i? — I2
Tt ante.

^ ^ j »

Scholion.
31 - Problemate iam ante, et in praecedente

quidem Jibro fum vfus
, neque tamen abs rc fore

tradarem, quandoqui-
dem hic liber in fimaionibus binarum pluriumue’
Tariabilium occupatur. Praecipuum autem negotium’
noo m eiusmodi aequationibus differentialibus

, qua-
les in hx capite integrare docui

. verfitur
, quodquijm breui effet abfolutum, fed cum differentiatio

funftionis^ binarum variabilium jc et duplices for-
mulas (j^) et

(Ij) fuppeditet
, exiftente V huius-

i^i fundione , hoc loco eiusmodi quaeftiones po-
tiflimum contemplabimur

,
quibus talis fundio V ex

data quacunque relatione harum duarum formula-

(sy^ definienda. Relatio autem
haec per aequationem inter iftas formulas et' binas'
variabiles x et y, quam ttiam ipfa fundio quaefita V
ing^i potcft

, exprimitur
, ex cuius aequationis in-

IIL E
^

dole

Digitized by Googie



34 C A P V T I.

dole diuifio tradationis erit petenda. Problema fei-

licct generale
,

in quo foluendo illa fodio cft occu-

pata
,

ita ic haber, vt ea binarum variabilium a* etj-

hindio V inueniatur, quae fatisfaciat aequationi cui-

cunque inter quantitates x
, ,

V, et (^)
propofitae. QuoJfi in hanc aequationem altera tantum

binarum formularum diffcrcntialiutn vel (~) in-

grediatur
,

refolutio non cft difficilis
,

atque ad ca-

lum aequationum diffcrcntialium duas tantam varia-

biles inuoluentium reducitur
;
quando autem ambae

iffiie formulae in aequatione nropofita infunt
,

quae-

ftio multo magis cft ardua ac faepe numero ne

rcfolui quidem poteft , etiamft refolutio aequatio-

num diffcrentialiurn duas tantum variabiles comple-

dentium admittatur ; in hoc enim negotio
,

quoties

refolutionem ad iiuegraciouem aequationum diffcrcn-

tialium inter duas variabiles reducere licet
,

proble-

ma pro rclbluto erit habendum. Cum igitur ex

aequatione propofita formula (^) aequetur fundioni

vtcunqiic ex quantitatibus x , ,
V et (^) confla-

tae, ex indole huius fundionis
,

prout fuerit fim-

plicior
,

et vel folam formulam (’—) vel praeter

eam vnicam ex reliquis
,

vel etiam binas vel adeo

omnes comprehendat, tradationem fcquentem diftri-

'buemus. Hoc enim ordine feruato facillime appare-

bit
,
quantum adhuc pracllare liceat

,
et quantum

adhuc defideretur. Praeterea ,vero nonnulla fubfidia

circa transformationem binarum formularum diffcrcn-

tialium ad alias variabiles exponenda occurrent.

’ Diuifio
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Diuifio huius Se£honis.

32. Quo partes, quas in hac fc(Jtione pertrt-

Aari conuenit ,
clarius conrpcdlui exponantur

,
quo-

niam hae quaeHiones circa fundiones binarum varia-

bilium verrantur ,
fint x tt y binae variabiles

,
et z

earum fundio ex data quadam differentialium rela-

tione definienda
,

ita vt aequatio finita inter x
, y

et z requiratur. Ponamus autem dz—pdx-\-qdy ^

iu vt fit recepto fignandi modo pr(^)et
atque ideo p et f fint formulae difierentiales

,
quae

in relationem propofitam ingrediantur. In genere

^ergo relatio ifia erit aequatio quaecunque inter quan-

titates p , ? ,
Jf » et z propofita

,
atque haec fe-

^io perfede abfolueretur
,

fi methodus confiaret, ex

data aequatione quacunque inter has quantitates p,
Xyj et z eruendi aequationem inter Xy j et *}

quod autem cum in genere ne pro funAionibus qui-

dem vnicae variabilis praefiari pofilt ,
multo minus

faic efi expe^andum ,
ex quo eos cafiis tantum euolui

conueniet
,
qui refolutionem admittant. Primo autem

refolutio fuccedit , fi in aequatione propofita altera

formularum diflerentialium p vel q plane defit
, ita

vt aequatio vel inter pyX^y et z vel inter q,Xyy
et z proponatur. Deinde aequationes

,
quae folas

binas formulas difierentiales p et q continent , ita vt

altera debeat efic fundlio quaccunque alterius
, com-

mode refoluere licet. Tum igitur fequentur aequa-

tiones, quae praeter p et q vnicam quantitatum fini-

tarum X vel y vel z completJhntur
,
ex quo genere

£ « cuius-
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cuiusmodi cafus re(blui queant Tideainua Ordo porro

pofhilat ,
Yt ad aequationes

,
quae praeter b nas for-

mulas didcrentiales p tt q infuper binas quantitatum

£nitarutn vel ar et j» , vel * et 2 , vel > et 2 ,
in-

Toluunt
,
progrediamur ; ac denique de refolutione

aequationum omnes litteras p, 7, x, et e impli-

cantium , agemus , fubfidia trausfornutionis deioaps

expofituri.

CAPVT U.
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CAPVT n.

D E

RESOLVTIONE AEQVATIONVM
QVIBVS ALTERA FORMVLA DlFFEREN-
TIALIS PER qVANTlTATES FINITAS

VTCVNQVE DATVR.

Problema 4.

33.

I
nueftigare indolem funftionis z binarum Tariabi-

lium X et^, vt formula difierentialis (f^)z=p
fit quantitas conflans =a.

Sol utio.

Pofito ergo dz^pdx-\-qdy
f ea fiindionis z

indoles quaeritur Tt fit p—a , feu dz-=.adx-\-qdy
\

ad quam inueniendam fumatur y pro conflante, erit

dx—adXy et integrando «rr^jr^-Confl >bi notari

oportet hanc conflantem ytcunque inuoluere poffii

quantitatem y. Quare yt folutionem generalem ex-

hibeamus erit sr:ux4-/‘:_y, denotante f:y fundio-

nem quamcunque ipfius y ,
quae per fe nullo modo

determinatur
,

fed penitus ab arbitrio noflro penden

E 3 Quod
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Quod etiam diflerentiatio riciflim declarat
, fi enim

huius fundionis /ij' diflferentiale per dyfxy indice-

mus, erit vtique ideoque

prorfus \ti quaeftjo poftulat ; vnde patet hoc cafu
* alteram formulam diflferentialem ^—(^), fundlioni

folius y aequari
,
cum fit

Coro 11. I.

34., Si ergo eiusmodi quaeratur ' fiindio «bi-

narum Tariabilium x et j»
, \t fit (^-|)rra, erit

z-ax^f-.y ^
et altera formula differentialis (^)

ncccfiario aequatur funAioni ipfius y tantum,

Coro 11. 2 .

35. Si talis requiratur funAio, vt fit

ea neceflario erit fundtio ipfius j' tantum, feu quan-

titatem X plane non inuoluet; cum enim a varia-

tione ipfius X nullam mutationem pati debeat, haec

quantitas x quoque in cius determinationem plane

non ingredieturt

C o r o 1 1. 5 .

35 . Hinc etiam patet aequationem diflTeren-

tialem dz~adx->rqdy realem efle non poffe, nifi q
fit fundlio ipfius y tantum

;
quod etiam character

fupra expofitus declarat ,
aequatione enim ad hanc

formam adx-\-qdy—dz:z:o redufta
, ob Prr a ,

Q=r^ et R=-i erit L=(J^); M=o, et

ideo-
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idcoque realitas poftulat \t fit a(^)+(^)”o. At

per hypothefin q non pendet a 2, vnde ob (^)-o;

erit (^)=o ,
ideoque etiam ^ ab x non pendet

Scholion i.

37. Ex allatfs fatis patet hanc operationem
,

qua fundl onem s dcterminauimus veram effe inte-

grationem
,
qua vti in vulgaribus integration.bus ali-

quid indeterminati introducitur. Hic fcilicet ingreCTa

cft fundio quaecunque ipfius y ,
cuius indoles per fe

nullo modo determinatur
j
eam quoque ita concipere

licet
,
Tt defcrlpta curua quacunque , fi eius abfeiflae c

per indicentur, applicatae exhibeant eiusmodi fun-

dionem ipfius j. Neque vero opus eft
,

vt haec

curua fit regularis et aequatione quapiam contenta ;

fed curua quaecunque libere manus dudu delcripta

eundem praedat effedum
,
etiamfi fit maxime irre-

gularis
,

et ex pluribus partibus diuerfarum curua-

rum conflata. Huiusmodi fundiones irregulares ap-

pellire licet difeontinuas feu nexu continuitatis deili-

tutas
\
vnde hoc imprimis notatu dignum occurrit

,

quod cum prioris generis integrationes alias fundio-

nes praeter continuas non admittant
,

hic etiam

fundiones difeontinuae calculo fubiidantur
,

quod

pluribus infignibus Geometris adeo, calculi principiis

aduerfari eft vifum. Verum integrationum in -lioc

fecundo libro tradendarum vis praecipua in eo confi-

dit, quod etiam fuodionum difeontinuarum fint ca-

paces

Digitized by Google



C A P V T II.

paces
{

ex quo per hunc quafi nouum calculum

fines Annljfeos maxime proferri funt cenfendi.

Scholion 2.

38. Quemadmodum deinde in vulgaribus integra-

tionibus conflans arbitraria ingrefTa , (emper cx indole

problematis, cuius folutio eo perduxerat, determinatur,

itt etiam hic natura problematis
,
cuius folutio bu*

iusmodi integratione abfoluitur, (emper indolem fun*

itionis arbitrariae per integrationem ingreffae de-

terminabit. Ita fi cordae tenfae figura quaecunque

inducatur ,
eaquc fiibito dimittatur

, vt ofcillationes

peragat , ope principiorum mechanicorum ad quod-

Tis tempus figura
,
quam corda' tum fit habitura ,

definiri poteft , hocque fit eiusmodi integratione

,

qua fundlio quaedam arbitraria introducitur
{

quam
autem deinceps ita determinari coauenit

,
vt pro

ipfo motus initio ipfa ilia figura cordae induda

prodeat ; et cum folutio debeat ede generalis
,

vt

latisfaciat figurae cuicunque initiali ,
necelTe efi vt

etiam ad eos cafiis pateat ,
quibus cordae initio fi*

gura irregularis nullo continuitatis nexu praedita in-

ducanir ,
quod fieri non poffet

,
nifi per integratio-

nem eiusmodi funftio arbitrio noftro relida ingre-

deretur
,
quam etiam ad figuras irregulares adaptare

liceret. Huiusmodi Kind ones arbitrarias ,
prouti

hic feci , eiusmodi fignandi modo f ; y indicabo

vnde canendum erit ne littera / pro quantitate ha-

beatur, quocirca ipfi (olon lufiigere vifum efi. Simili.

modo
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modo in iequentibiis haec fcriptio denota-

bit .fundionem arbitrariam quantitatis .r-i-j; ac vbi

plures tales fundioncs in calculum ingredientur

,

praeter litteram / etiam his characteribus Cp, vp, 0 etc.

cum fimili fignificatione vtar.
'

Problema 5.

3p. Inuefligare indolem funftioiiis z binarum
Tariabilium x ctj,vt formula diflerentialis

aequalis fiat funftioni datae ipfius a;, quae fit

ita vt fit /)=rX.

Solutio.
Pofito dz~pdx~^qdy ob pz=.X erit

dz'^Xdx-\-qdy
\
quia iam huius differentialis pars

X</ar eft data, ad integrale inucnieuduin accipiatur y
conflans

, et cum fit dzzzXdx ^ erit integrando

«~/X</a:-+-Confl. quae conflans cum etiam quan-
titatem y Ytcunque implicare poflit, pro ea aflumere
licebit funiflionem quamcunque arbitrariam ipfius j'

,

eritque ergo integrale quaefitum zzzfXdx^fiy^
quae per differentiationem praebet </2—

ita vt fit y—/V, atque
(J|)—X plane, vt re-

quirebatur,

. Coroll. I.

40. Aequationis ergo (^*)=X
,

’

exiflente z
funiflione duarum variabilium x et y ^ integrale cft

Xdx~\-f;y vbi ob X datum, fijrmula imegra- -m UL' F lis
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fyiif d^tam fututionem ipHiu a' denotat; quaO'

doquidem conAans hac imegratioiie ingreflii in

dipne arbitraria f-,y comprehendi poiell.

Coroll. 2.

41. Hinc (Ruitur aequationem diflferentialem

dz— ^^dx-^qdji realem efle non pofle , nifi q fit

finutio ipfiiis y ;
quod quidem cum hac limitatione

eft intelligcnJum, pid q etiam inuoluat qu.antitatem 4;^

quem aafum autem hinc remonemus.

SchoUon,
42. Si enim q etiam a z pendere queat, aC'

quatio dz’x'^dx-\-qdy realis erit ,
fi q fuerit fun>

&io quaecunque binarum quantitatum et

id quod hinc fecillime patet (1 ponatur a-/* X</x=»,

ita Yt iam q futura fit fundiio binarum quantita-

tum » et Tum enim aequatio differentialis, quae

fit du~qdy
, duas tantum continet variabiles u etj*,

ideoque certo efi realis; et quomodocunque eius in-

tegrate fe habeat
,

inde femper u aequabitur certae

fpndlioni ipfius
,

vnde fit u:=.z—fXdx—f‘,fy
prorfut Yt ante. Quoties ergo efle debet (i?)— X,
etiam ne hocquidem cafu excepto, quo forte" q ipfam

quantitatem z implicat
,

Intcgrale erit

neque vnquam alia folutio locum habere potefi.

Erit ejEgo hoc integrale completum, propterea qupd

. _ fun-
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funftionem arbitrarijrm inuolult , id quod pro cer-

tiflimo criterio integralis completi cft habendum.
Hic igitur ad intcgrale completum requiritur , rt

non tam conftans quaedam arbitraria
, led fundio

adeo rariabilis arbitraria ingrediatur
; ita fi quis pro

cafu (^)z::axx exhibeat hoc integrale

z - A-f Bj'+Cy4- etc.

id fantum erit particulare
,

etiarcfi plurcs conftan-

tes arbitrarias A , B , C etc. ac fortafle infinitas

Compledatur
; verum enim integrale completum

z=.\ax*-^f\y
infinite latius patet

; id quod ad fcquentia rede in-

telligenda probe notari oportet. Occurrent autem
vtique cafus

,
quibus ob deledum methodi integrale

completum inueftigandi
, imcgralibus particularibus

contenti effe debemus
,

quae etiamfi adeo infinitas

connantes arbitrarias «xjmprehendant
, tameo pro fo-

lutionibus particularibus t.mtum fimt habenda. Hanc
obferuationem in lequcmibus perpetuo memiuifle
oportet

, ne circa integralia particularia et completa
vnquam decipiamur.

Problema 5. •

43. Si z debeat efle eiusmodi fiindio binarufit

variabilium x etj^, vt formula differentialis

aeipictur fuadiooi cuipiam datae ipfirum * et

definire in genere indolem fundionts quaefitae 4;,

F » Solutio.
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S O 1 U t i O4

Sit V functio irta data iplarum x et > , cui

formula differentialis (^):^/> aequalis efle debet
j
ac

pofito dz:^pdx+qdy requiritur vt fit p— V. lam
ad formam funftiodis z inueniendam confidcretur

quantitas y tanquam conflans, eritque dzizzW dx.

Integretur igitur formula fWdx fpedata fola x vt

variabili
,

quia y pro conflante fumitur
, ita vt in

hac formula vnica infit variabilis x
,

idcoque eius

integratio nulli obnoxia fit difficultati
{ id tantum

cfl tenendum ,
conflantem integratione ingrcfliim vt-

cunque inuoluere poffe alteram quantitatem y ,
fic-

que pro fundlione quaefita z liaec habebitur ex-

preffio

:

z —/V d X ~\~f \y

integrali / V ita fumto
,

quafi quantitas y efllt

conflans folaque x variabilis
{ fiy denotat fiin-

Aionem quamcunque arbitrariam ipfius y ne exclufis

quidem formis difeontinuis
,
quae nullis expreffioni>

bus analyticis exhiberi queant, atque ob hanc ipfam

funcflionem arbitrariam integratio pro completa efl

habenda.

C o f o 1 1. 1.

' 44. Cum V fit funifiio data ipfarum x tt y^
formula integralis /Vdx erit etiam fUniJlio cognita

et determinata earundem quantitatum at et y ,
quod

enim per integrationem aifiitrarii ingreditur , in al«

• tera parte fiy comprehenditur.

,
' Corolla.

Digitized by Google



45C A P V T II.

C o r o 1 1. 2.

4.5. Hinc etiam difTerentialis dx, altera pars

qdy ^ cx variabilitatc • ipfius y oriunda definitur.

Nam per
( 27.) eft formae fVdx diflfcreiitiale ex

Ytraque variabili x et y ortum :

Vdx + d,fdx(^)

ac fi fundionis f'.y differentiale indicetur per dyfxy
erit

dz^^ddx^dyldx{f^A-djf-.y.

C O r O 1 1. 3.

4ff. Cum ergo pofuerimus dzzzpdx-\-qdy
,

fitque pzzV erit

vbi ob V fundtionem datam ipfirum x tt y ^ etiam

( ~ )
erit fiindio data, et in integratione /tix{~) fola i;’

pro variabili habetur.

Exemplum i,

47. Qaaeratur eiusmodi fun^io 2 ipfarum x et y,

Ob ndx=.V{xx-\-yy)y
ideoque habemus

» = y {xx~\ryj)-^f\y

i F 3 vnde
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rnde fit

id quod etiam per regulam datam prodit. Erit enim

(lY)

( jr a: -hjj^ )*

hinc fumta j' conflante

/V xdx y

(.v.v+J'7)*

Exemplum 2.

48 Quaeratur eiumodi fun£lto z ipfaruta x et y,

W fit (1|)

^

V (a>—** )

Cura fit V; ent

/V dx :^y Ang. fin. i ,

hincque

z=zy Ang. fin.| -^-fiy

cuius diflercntiale ex tpfius y variabilitate oriun-

dum , fi defideremus
,
ob

^
dV

^
—XX

ent

iyy^xxy
,dw. - xxdx r r

dj (yy~xxy kyy-xx)*
ideo-
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idcoque

/<?l-(g)=Ang.f,D.: _ tt

J= Ang. f,o.| - +f'--r-

Idem reperitur ex differentiatioae expreiSanis pro S
inuentae i

dz-d)^Ans.{iQ.>- -f-

vnde pro idem valor proJit,

Exemplum 5.

49» Queratur eiusmodi fut^io z ipTarum x et r»
W fit (^) ::r ——

S

J 'dx' Vina—yy— •* * )

'

Ob V—
aa—yy ie

)

fViff=fAog.aa.f^_^^

ade fundionis z form? quaefita eft

*—flAng.fln.T—* L/-. y® yiaa—

Dciade quia

dV

(?r)= ",
, «n«

(

rj \ r Oy X

ideoqu»

-nl^yy)iVal-:yy^,xl +fiy
quae
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t

quae eadem expreflio etiam ex ipfa differentiationc

ipfius z eruitur.

Scholion i.

50. In hoc calculo tamen adhuc qifeedam in-

certitudo relinquitur
,
qua valor quantitatis q affici-

tur. Cum enim valor ipfius z~(V dx-\-fxy fit

determinatus, quandoquidem integrale /V//ar refpedlu

ipfius .T ita fuerit determinatum, vt pro dato ipfius x
valore etiam datum valorcm obtineat; adebque in

eius dificrcntiali pleno nulla incertitudo inefie potefb,

Icd neceffe eft
,
vt valor ipfius q aeque prodeat de-

terminatus atque ipfius p , imerim tamen formula

integralis fdx{~y) non determinatur, fed nouam ar-

bitrariam a priori non pendentem introducere vide-

tur. Vt igitur talis fignificatus vagus euitetur

,

fpeflari oportet conditionem, qua intcgrale f\dx de-

terminatur, cademque conditio in formulae

integratione adhiberi debet. Nam ponamus integra-

le fVdx ita capi vt edanefcat pofito x=za, fitque

eius valor determinatus JVdxzzS, isque igitur

'potentia faltem habebit fiuflorem a—x feu a^—x"

;

qui cum non contineat y ,
etiam {— )

eundem fa-

dtorem continebit ideoque euanefcct pofito x-a.

Eft vero
.

ex quo perfpicitur
, fi

integrale f\dx ita capiatur vt euanefeat pofito

etiam alterum integrale fdx{‘‘^) ita capi debere, vt

euanefeat pofito x—a. In allatis binis poftremis

exemplis
,
vtraque integratio ita eft inftituta

, , vt

‘ cuane-
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eninefcat pofito x'r:o, in primo autem nulla huius-

modi regula eft obferuata; fiu autem eanjem legem

adhibeamus ,
habebimus

;Wdx-V{xx+yy)-y et j-i ,

vnde quidem eadem folutio emergit
;

quia ibi —j
continetur in /:y et hic — i in Perinde

autem eft quacunque lege prior integrat'0_ determi-

netur
,
dummodo eadem lege et io pofteriori vta-

mur.

Scholion 2.

51. Principium huius determinationis ifto in-
•

nititur Theoremate aeque' elegante ac notatu digno

:

Si S /it eiumodi fun/tio binarum variabilium

% et j quae euanefeat p^o %^ A >
fueritque ,

d S rr P'd X +• Qd y , > [
- •

tum etiam quantitas euanejcet pofito xrra.

Vnde fimui colligitur , fi S euanefeat pofito

y—hy tum etiam fieri Pc=o fi ponatur yzzb.

Hic autem probe obferuandum eft, quae de fimili

determinatione binarum formularum integralium / Sax

et fdxif^) luot praecepta'.tantum 'valere fi valor «

ipfi X tribuendus fuerit conftansV neque etiam fupe-

,riu5 Theorema locum .habet ,
fi verbi gratia fun-

ftio S euanefeat pofito xcej-, inde enim neutiquam

fequitur eodem cafn quantitatem efle euanituram.

£tiamfi enim funtftio S fatftorem habeat x^y vel

voL III. G
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minime fcquitur formulam' (J|)
fea Q. eun-

dem fadorem efle habituram ,
quemadmodum \fu

venit, fi fadior fuerit x~a ftu x"— Dixi autem

non opus efle ,
vt talis faAor reuera adfit

,
dum

modo quafi potentia in funflione S contineatur.

Veluti fi fuerit

Sz^a-^x+y-Viaa-xx^yj )

,

quae fun<5tio pofito x—o vtique euanefeit ,
etiamft

neque fa(5iorem x—

a

neque x"— fl" contineat {
fimul

vero etiam (f|)= i -
euanefeit. In huiusmodi ergo calculo ,

quo in his

problematibus vtimur, vbi intcgrale formulae fVdx
exhiberi debet ,

id femper ex duabus partibus com-

pofitum fpc(aamus ,
altera indeterminata per funftio-

nem / indicata

,

altera autem
,
quam proprie

per fWdx exprimimus detaminata
,
quae fcilicet po-

fito x:=za euanefcat ;
hicque femper perinde eft qua-

lis conflans pro a affumatur /dum diforimen perpe-

tuo alteri parti indeterminatae inuoluitur.

' 'Problema y,

5 a. Si X debeat ita determinari per binas va-

'riabiles x et vt formula differentialis (^)rrp ae-

quetur datae cuipiam fundioni ipfarum y et s, quae

fit V , definire in genere indolem fundionis z per

xtx.y.
, . .11 '

•

' • - - Solutio.
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S O 1 U t i 6.

Cum poGto dz^pdx^qdy , fit /»=V
, fi

quantitatem y pro conflante capiamus, erit dzz^dx^

fbi cum V fit fiindlio data ipfarum et 2 ,

‘
et

pro conflante habeatur aequatio erit inte-

grabilis ,
ex cuius integratione compleu oritur

/yf=:x-^-fty ,

qua aequatione relatio inter ternas variabiles x , y
et z ita in genere exprimitur , vt ex ea ar per JC

et y definiri ,
indolesque fundionii % aflignar^poffit.

Quodfi hinc alteram quoque differentialis par-

tem qdy feu ftinAionem ?= (^) indagare velimus,

ponamus integrale vbi / vt conflans rpedatur,

ita capi vt euanefeat pofito zzze f
eritque quanti-

tatem denuo difierentiando vt etiam j' variabilis

afliimatur

;

d./*-^ - 4- dyfdz{iLi^) fca

vbi in integrali quantitas iterum pro

conflante habetur
,
hocque integrale ita capi debet,

vt pofito a — f euanefeat. Quo fado cum aequatio-

nis inuenue diflerentiale fit

:

i^-dyf^^^[^^)= dx+dyfty,

G a pro
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pro forma propofita. habebimus

Tude quantitas q innotefcit. >
'

Coro II. I.

53. In hoc problemate fecillime definitor V

qualis fundio quantitas x futura fit binarum reli*

quarum j> ct Zy cum fic

V

'

'

liquidefn V per ^ et 2; detur. Perinde autem eft

fiue « per X et fiue x per y et z determinetur.

. Coroll. 2.

' 54* Cum relatio inter ternas rariabiles Xjj
et z ita fit determinata

,
-vt fiat (||)3:V fundioni

datae ipfirum j- et « ,
ob dxrz:^ , fumto y con-

flante y erit X eiusmodi fundio iplarum / et vt

(H)= v» ideoquc (J-|).(jf)=*.
• f

Scholion.
55. In genere autem quaecunque relatio inter

ternas variabiles x yy et z proponatur
, vnde vna-

quacque per binas reliquas determinari ettanquamearun-
dcm fundio fpedari poflitj femper erit (j2).(^*l=x.
Ponamus enim aequatione illam relationem expri-
mente differentiata prodire

V d X ^dy dzzzo y

ac
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ic manifeftum ell Aimta y pro' conlbmte fore

idcoquc tam —^ quam
.

(§|)=r^; firaili

«utem modo erit:

/dx\— — n5-- (<‘y)—— "

Tude propofitum patet, etiamli relatio inter 'plores

tribus variabiles locum habeat .Ceterum hic, cafus

a

praecedentibus difiert, quod hic ‘hatuni funiftionis z,

quatenus ex binis reliquis x et .formatur,' non ex**

plicite exhibeatur, ftd per> refolutionem demum -ae-

quationis inuentae definiri debet, cuius rei aliquot

exempla eiinluifle iuuabit

Exempliiiii 't.

' 55. Quaeratlir eiusmodi fun&h z ipfarum x et y.

Cum ergo fit dz-t^’\-'qdy erit / pro con-

flante fumendo , f . ... ^

zdz=ydx et \zz—xy+fxy.

Pro q inuenieiido differentietur haec aequatio gene-

raliter

zdz~ydx-^xdy-\-dyfiy
eritque >•

quod idem per regulam datam reperitur. Nam ob

y—> ^
erit integrali ua fumto vt eua-

* G 3
nefeat



54 CAPVT.il
ncfcat polito zz=:o; mm Tcto ob Cjj)— i

••

/
d B / d_V ^ rxdz „ X »
T V ' fl"5 ^ »yy

eftdem integrationis lege obfernata. Hinc fit

et

quae exprefiio cum praecedente conueoit com-

pacatione enim fit

Tode X aeqmtiif yt ante qnantitatl ^ yna ,cttm

fhridione ipfiusj^. Hoc tantum notetur, quod ad

confoifuin perl^om hic fiy fcribere debuifle^

Exemplum s.

57. Q^ratur eiumodi fux0io z binarum ver

rtabiBum x% j , vt fi

Cnna ergo fit

fumta > condante fit

" integrando

x—y-y{jj-zz)-fiy\

Tnde vicilfim dififerentiando oritur

dx=dy-^_^^^dyf',y kn

dx=.^^Syy-**) +dy{^

-

x -f:y)).
'

• Per
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'

55

Per paulam aatem datam- ob V

^

eft

f^^—y-y{yy—zz) integndi ita fumto , vt euane-

ftat pofito 2t=o. lam vero eft

W y *

“ V.V V/

hinc — 3L I

,

'rvKayJ — VCj-j— »») ’

integrali eadem lege fumto. Quocirca colligitur

1-
t

prorfus vt ante.

Problema 8.

58. Si z ita debeat determinari per binas VI-

riabilcs :c et j' ,
vt formula diflferentiali» {ii) = p

aequetur funaioui cuipiam datae ipftrum
^

et z

,

quae fit =V definire io genere indoletv

per X et y.

Solutio.

Ponatur dz^pdx-\-qdy ^
et cum fit ^

fumatur quantitas coofliins, eritque dz-^dx^o,

euae aequatio duas tantum quantitates variabiles xet «

continens ,
integrabilis reddetur ope cuiusdam muld-

plicatoris, qui fit =M, ita vt fit

differentiafe vcrurti cuiuspiam funftioms ipfarum x

et 2 ,
^uae'fiHi«io fit =S r quantitatem »on m-

Digitized by Coogie



' C A P V T IL

Toluens. Ex quo aequatio 'noftra integralis erit

S-=.f'.y t vade indoles fiindlionis z quemadmodum
per X tx. y determinatur, innotefeit Differentiemus'

hanc aequationem fumto praeter x tx z etiam y
variabili ,

ericque

dSczM.dz—'M.Vdx~dyf\y (eu

dzzzz-ydx-^^fiy ita vt fit q:=^f:y. •

. Co r oll. I.

59. Multiplicator etiam M formulam dz-Vdx
integrabilem reddens

,
quantitatem 'j' non continebit

,

quia in fundione data V non ineft y. Statim autem
hoc multiplicatore, inuento Valor ipfius qz^iifiy
colligitur.

Coro 11. 2.
' - .

'

.
• ~ 60. Si for mulae j diflferentialis Mdz—MVdx

,
integrale fuerit S fundio ipfarum x et a;

,
pro fo-

lutione problematis habebimus S—f:y^ vade patet

conflantem, quam quis. forte ad-, S adiicere voluerit,

iam in fundione arbitraria /:y contineri.

* .

•

t - Exemplum r.

61. Qmetatur eiusmodi funSUo z ipfarum

' Pofito, i/errlil*.

,

fumto y conflante

«rit </*— —

^

quae aequatio per i multipli-

cata
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C A P V T II. 57

cata fit integrabilis
,

ita Tt fit multiplicator M.— ',-

hincque intcgrale S rr/s — /j,"
^ ergo aequatio nofira

z z
integralis quaefita erit I— mde etiam —
aequabitur -funiflioni cuicuuque ipfius j' , ita vt fic'

zzzx"/ :y. .

Exemplum 2.

6z. Quadratur eiusmodi fun£Uo z binarum varia-'

biSum X et y^vt JU formula differentialis (|5)“nx-*.

Pofito dz—{nx—z')dx-\-qdy^ fumto con-

ftapte erit dz-^-zdx—nxdx—o
, quae ope multi>

phcatoris Mr::r* dat

S—e^z~nfe‘xdxzze‘z—ne^x-\-ne^\

ynde aequatio quaefitam relationem inter jf , / ct 3
‘

exprimens eft

e^z-ne‘x-\-nf’—f\y fiuc

z—n[x—i)-\-e~*f‘.y

tum vero erit

Exemplum

^3* Q^^ratur eiumodi funUio z binarum va-

riabilium xetyjVt Jit formula differentialis (^ )
-

Ponatur ergo dz—^^^J^~{~qdy et pofito/

conflante quaeratur integrale huius aequationis difi^

Fal. III. H '
.

rentia-
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rentialis

:

XX-t-Z» '

quae uitegrabilis redditur ope cuiusdam diuiforis y
qui ob homogeoeitatem repetitur fcribendo a: et e
loco diflerentialium </x et /z, ita Tt hic diuifor litj.

g X x z _““ xx-^zz*
hincquc multiplicator

. Quare eat

dS= ^ ideoque

Tude aequatio nollrs quaefita erit

~f’y 9 ^

—

——f'y

ex qua cum polito lz—-~—u fit «=/:> etiam-

willim concludi potcft fore /=/:«.

Problema 9.

ff+. Si a: ita debeat determinari per binas xa-'

riabiles x et 7, vt formula diffcrentialis (^) aeque-

tur fundlioni cuipiam datae omnes tres variabHcs.

X y Y et as implicanti
,
quae fit V

, definire ia

genere indolem fundUonis as ptr x et j<.

Solutio.

Cum fit dz-=:V dx-\-fdyf fi fumamus ^con-
flans » erit </aij=V(/x quae ergo aequatio duas tan-

tum
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tnm continet variabiles ar et z ,
litteram autem y In

fundtioDe V inuoluens- Dabitur ergo multiplicator M
hanc aequationem integrabilcm -reddens

,
ita vt fit

vnde aequatio integralis relationem inter .v
, j et z

exprimens erit

S= fxjf

vbi S erit fun<^o' certa ipfarum x,j et s, fieri*

que poteft vt etiam M omnes has tres litteras com-

prehendat. Conuenit autem fnniJtioiii S per inte-

grationem inucntac valorem determinatum tribui,

quoniam pars indeterminata in fundtione arbitraria/: y
•includitur. Ponamus ergo S ita capi vt euanefeat

fi ponatur et z—f.
Quod fi hinc aequationis difierentlalis propo*

fitae alteram -partem .qdy iuuenire velimus
,
difleren*

iiemiis fundionem S ftimto etiam variabili fitque

vbi cum fit

^rit fumto iterum y conflante :

•quae formula certo erit integrabilis. Capi autem Q
eadem lege debet

,
qua S fumfimus

, ita vt cuane-

fcat pofito x— a et z~ r
,
atque inueuta hac quan-

titate Q, cum habeam-us

erit ,= (g)=:=a^t^.

H 2 Haec

Digitized by Google



.60 C A P V T II.

Haec determinatio ifto nititur fundamento, quod fi S

fuerit eiusmodi fundfio ipfarum j: , j' et 2
, quae

pofito x=:a et z:=:f euanefeat
,
etiam formula dif-

fuentialis (^) eodem cafu euanefeat.

C o r o 1 1. I.

6$. Reducitur ergo refolutio huius problema-

tis ad integrationem aequationis diderentialis

d z \ d X zz o
,

in qua quantitas j' yt conflans fpeftatur , etiamfl V
contineat omnes tres litteras x j et z. I')abitur

ergo vtique multiplicator M
,
qui hanc aequai^ ncin

integrabilem reddat
,
vt fit

Mdz—Mydx—dS
,

exiflente S certa quadam fiinftionc ipfarum a:, ' z.

G O r O 1 1. 2.

66. Inuento autem hoc multiplicatore in-

deque integrali S quantitas 2 ita per binas variabi-

les X et y definietur
, yt Iit S~f:y vbi f:y

tat fundlionem quamcunque ipruisj' fiue c(-r.t:r.uam

fine etiam diftontinuam
, ob cuius naturam inte-

gratio pro completa efl habenda.

Coro 11. 5.

6 "

7 . Cum hoc modo relatio inter z , x ^ y
fuerit definita, erit ea fta diffi:ccntiata, vt omnes tres*

litterae
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litterae x
,
jf et z variabiles famantur

:

vbi quantitas ex fuo differentiali

d(l-dz{^^^)-dx{^)

definiri debet
,
fumta y conflante

,
integrationem ita

temperando, vt fi S euanefeat cafu x—a et z'z:c
,

etiam Q eodem cafu euanefeat.

Scholion.

68. Hic ergo ad infigne hoc Theorema dedu-

cimur :

Quod fi fuerit S emtnodi fmSlio tpfarum x, y e/ 2
,

quae euanefeat ponendo x— a et 2“c
,

tum etiam

pro eadem pofitione formulam
( ^ ) <1^ euaruturam.

Veluti fi fuerit
, ^

%

$—Axx-\-'Bxjz-^Czz—'Daa--Bacj—Cec

erit (^):=:Bx 2— ,'7

quarum vtraque exprdfio cafu xzz-a et z^e eua-

nefeit. Pluribus autem huiusmodi exemplis euolutis

veritas Theoreniatis ita patet , vt’ demonfiratio fo-

lennis non defideretur. Interim huiusmodi fundio

femper quantitates folam y continentes a reliquis fe-

parando ita euolui poteft
,

vt in talem formam

transmutetur

:

S=:PY4-QY'+ RY'' etc.

- H 3
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'vbi per"iiyp6thefin P
, Q., R 'etc. fuflt ftnftfonei

jpferum X et « tantum «
• et-trfes <]uidem quae po-

nendo t—a et fmgulae euan^cant Hinc iam

'pcrfpicuum eft fijre

/dsi p dv n(35)— -1-R-^'etc.

•quae forma maniftfto fub iisdem • conditionibus eua-

•nefeit '^uomodocunqne autem fundlid S hac indole

praedita fuerit complicata tam fbrmdlis iirationalibns

quam tranfeendentibus , -eam femper in 'Ciusmodi

'formam euoluere licet, quae etfi in infinitum pro-

^rediatur, haec.demonfiratio tamen vun fuam. retinet.

"Exeraplutn - i.

I

^€^.,^^aevatur eiusmodrffmifio zduamm rnrkt-

‘ hiUm X et^ y vt ftt'formula diferentuiRt =
. Ponamus. qrgo dzz:s.*-^.~{^^df ^ tt fumta

' conflante' habebitur aequatio rfa— — Oi tt‘ fit

V =3^ ,
et miiltiplicatorr.efit 'M —

»

;

'

Vfldcv fit

* C - /* ^ jr x»^€ a
, d c , 2 ay

,ct aequatio integtalis completa fiin<ftionem.'«..<leter-

.minans erit

C 2 ay —’/

Porro ad I quantitatem ^ inueniehdam
,
ob MrbJ, dt

^ ^ ^ Jy » o . et Q_3=o ; vnde 'fit

qzzzf\y. Hic idem Tiutcm calor 'ex diferentiatione

acqua-
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•sqqadoois inaeotaa «ruitur
, quae praebet-

V - ideoque

,
ita Tt Ist q-=zzf:jl

Ex^mprum 2,.

70. Q^ratur binarum .vartabiSum x et j eiut~

'modi futtOio z vL ftt

Cum .fit Vzz habebitut fiunto j», conflan-

te haec aequatio

dz^y^=o
ad cuius multiplicatorem ihnenieodum multipltcetut

primo per ar-i-2-vt prodeat

xdz-\-zdz~rydx—o feu rfjf—-r- y ,

quae multiplicata per r ^ integrabilis; euadit, pro-
ditque

yx=zfe y^y=-g yz-hfe y dz
hiocque

e y x=z-^e ' yz^ye
Quocirca erit multiplicator

, g_ ^
M=:{ar+2).~^.f; o—~UL±Ug. > et.

—— ,c

Srrr y(xi-z+/)-~e y (a+e^i-y)
ex
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cx quo aequatio integralis completa erit

z f_

e y{x-\^z~^-y)-e/ {a+c-\-r)=f:y,
' ’ ^ ‘

^
‘ '

Nunc porro cum fit MV— e ^ ctit

et'(^')=-^ hincque

fumto y conflante ,
vnde integrando obtinebitur :

Q.:^e'hn +j

+

hinc
z— e 5.

a— * > (l£rfci.ldi£2rh2LL)?—5" + ir:iri ^ ^ ' z^z'- J J

ita vt fit

Aequatio autem inuenta fi diflercntietur^dat:

dx+e'^ I + j- + Jf -f-g)

Tnde idem prorfus valor pro q concluditur.

Exem-
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Exemplum 5.

•jj. Q^tratur hinarum variabilium x et y eiur'

modi funaio z w fu
(J-|)

Pofito </2— , fumatur quan-

titas y conflans ct cum flt dz— ~ o »

cuidens eft multiplicatorem idoneum effc M~—2!_
•i j
nde cnm flt erit per inte-

grationem

S=A tang.|- -A taAg.j +C=Atang.>g^,-Ataa3.|^

et fnndtio quaeflta x bac aequatione deflniecnr

:

Ataog.|i^)-Atang/j^i=/:j'.

Com porro flt MVr=yy-^-XK erie

/dM\— xz—yy
[
d. i*iv \— _£*rtj

^ 4y ‘ lyy-^ *)* *

hineque

tzz—yy)dz fxx—yyyd »
«y. (yy^zz)» (yy^xtf

flimto j conflante. Ergo

\-
* *» •

e ^
. a ayy^XX ' yyyx^cc yy*

et i
etiam ex dificren-

tiatione prodit.

Ceterum cum conflantes a et r pro lubitu

accipi queant ,
fumti* iis nihilo aequalibus ,

feu lal-

tem cz^zu ^
erit aequatio integralis»

Atairg.^y=:/y,
r»/. 111.

vnde

Digitized by Googie



V 66 C A 1» V T a
Tnde erit etiam

yy

quae functio fi dicatur Y habebitur:

• — pfy.dr^l,

Scholion.
7 ». Vix opus eft notari faepe fieri pofle

] yi

folutio huiusmodi quaeftionum fupcrct vires analy*

feos, quando fcilicet aequatio difierentialis refoluenda

artificiis adhuc cognitis integrari nequit. Veluti fi

proponatur cafus fumto > con-

flante fieri dd)Ctyydx:=zxxdz-i-zzdz, cuius inte-

grationem nondum expedire licet. Interim quia in>

tegrale per feriem exhiberi poteft, modo id fiat

'complete
,
etiam folutio per feriem obtinebitur. Po-

fito fcilicet x~ , et fumto elemento dz con-

flante
,

oritur haec aequatio diflcrentio - difierentialis

y*ddu~i~uzzdz'—o

vnde per feries integrando repetitur

)• 1 . 4. 7. TTij*

vbi pro A et B .fundtiones quaecunque ipfius jt ac-

cipi poflTunt. Quare fi ponatur erit

yyf’y{ -^ -^ +ete.)-j'y(i-::^4-,-:g;i -etc.)

-etc.)

qua aequatione funftio quaefita z^ per binas variabi-

les X et y generalifljme exprimitur. Quoniam, ergo

; mctho-
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methodos aperuimus aequationes differentiales quascun*

que per approximkiones integrandi
, idquc complete;

his methodis in Tubildium vocandis
,

omnia proble-

mata huc pertinentia faltem per approximatidnem

refolui poterunt. Ceterum in hac parte Analyfeos"

fublimiori refolutionem aequationum differentialium

ad priorem partem AnalyGs pertineutium pro con-

cefla afliimere pofTumus , omnino vti
,

quo longius

in Analyfi progredimur , ea lemper quae ad parrs

praecedentes pertinent ; etiamfi non penitus iunt

euoluta
f
tanquam confe^a (pedare folemui.

t

I a CAPVT
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D E

RESOLVTIONE AEQVATIONVM
QVIBVS BINARVM FORMVLARVM DIFFE-

RENTIALIVM ALTERA PER ALTERAM
VTCVNQVE DATVR.

Problema lo.

73.

S
i z eiusmodi ctSc debeat fundio binarum yariabi*

lium X et j',vt formulae diflferentiales(jl) et {^)
inter fe . fiant aequales ^ indolem illius funAioois ia

genere determinare.

Solutio.

Ponatur {^):=zp et ( y , yt fit

' dz-pdx-Vqdyy haecque formula pdx+qdy integra-

tionem fponte admittat. Quoniam igitur requiritur Tt

fit q~p 1
erit dz-p{dx-\-dy) y et polito x-\-y—Uy

fiet dzx^pduy quae formula cum debeat efle per

fe integrabilis , necefle eft vt p fit fundlio quantita-

tis variabilis u , nullam praeterea aliam variabilem

inuoluens
j
hineque integrando ipfa quantitas 2 =/]»</»

, :: i aequa-
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aequabitur fuaftiooi ipGas feu prodibit z~f:Uf
quae funftio omnino arbitrio noftro relinquitur

,

ita Tt pro * fun<ftio quaecunque ipfius u fiue con-

tinua fiue etiam difeontinua aflumta problemati fa-

tisfeciat. Qiiare cum fit ,
erit pro folu-

tione noftri problematis Quae forma,

quo facilius appareat ,
quomodo conditioni prae-

feriptae fatisfaciat , fit </./: «zr

,

ideoque ob

u—x-i-yeiit

dz—{dx+dj)fi{x+y)z:dxf:{x+j>)+dj>f{x+y)

ideoque et
,

,

ip^)-=:p^f't{x^y) et {^)=^q=f'i[x-\-y)

ac propterea (f-“)=(^)
probleoia pofiulat.

, C o r o 1 1. I

74. Quapeunque ergo funftio quantitatis x^y

Ametur, ea pro « affiimta praeferiptam^ habebit

proprietatem .,
vt fit (j^)— (33)- Talem autem

(unftionem indicamus figuo /:(a*4y),» ita Tt fit

»=A(*-+v)- „ '

Co r 0 1 1* 2*
• * /

‘ 75, Geometrice ' haec folutio ita referri potoft.

Dcfcripta fuper axe linea curua quacunque fiue regulari

fiue irregulari, fi aMciffa^ expi^vmatur per a.-+-^,.appli'

cata fetiiper idoneum -valorem pro lunaione^Dexliibebit,

.t;. \
Coroll.3.



C o r'o II. 3.
’

75. Vniucrfalitas huius rolutionis per integra-

tionem erutae in hoc confiftit, quod quantitatis ‘jf-fj’.

ftindionem qualemcunque fiue continuam fiue' etiam'

‘diicontinuam, pro z inuenerimus
;

'quippe quae coa-'

ditioni problematis femper fatisBicit, . \
'

I

' Scholion i. '

;

' 77. Fundamentum folutiqnis hpc nititur prln-,

c'pio
,

quod formula differentialis pdu integrabilis

e(Te neque:it
,

nifi quantitas p fit funiflio ipfius u f

Tei vicifiim u functio ipfius p , ita' vt nulla alia

Tariabilis in computum, ingrediatur. Quin etiam

qualiscunque fuerit p funt^io ipfius u integrale
,

nifi

a^u exhiberi, Icmper tanien concipi potefi ; fi enim u

denotet abfcKram, et p applicatam curuae cuiuscunque

fiue regularis fiue irregularis, qua ratione ytique fiin-

dlio qunecunque ipfius u in fbnfu latifilmo reprae^

lentari potefi ,
eius curuae area /pdu praebet Walo-

rem formulae integralis /pdu ,
quae iterum Tt fun-

ctio ipfius u fpe^ari potefi; ex quo vicifiim fun^lio

quaecunque ipfius u naturam formulae integralis Jf>du

exhaurit. Quod autem fundio quaecunque quantita-

tis Jr-hy pro z aflumta fatisfaciat conditioni , vt in

diflferentiali dz-pdx+qdy j&it p~q feu

ita per fe efi perfpicuum, vt illufiratione per exem*

pia non egeat. .) Si enim, verbi, gratia ponatur:
,

z^aa+b{x+y)M,x-\yf=Ma-^bx-\-bj-^xx-^2^-\-yy
' '

. : erit
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erit difiercntiaodo ! . .

ct (g)= 6-t-2ar-+-2j^

;

qui Talores inter Cc vtique funt aequales.

Scholion 2.

^8. Cum z fit‘fun(ftio binarum variabilium

X et jr ' ac ponatur dzzzpdx-^qdy ,
vt fit

in hoc capite eiusmodi quaefiiones euoluere efi pro-

pofitum in quibus aequatio quaecunque inter p ct q
praeicribitur

,
in quam reliquarum variabilium x^y

et z nulla ingrediatur. Propofita ergo aequatione

quacunque inter binas formulas p tt q tt conflantes^

quaeri oportet inddlem funcflionis z binarum varia-

bilium z et j' ,
vt formulis inde per differentiatio-

nem natis et q~{^~) praefcripta illa con-

ditio conueniat. Quam tradlationem quidem exorfi,

fumus ab exemplo fimpliciflimo p— q

,

cuius folu-

tio etiam ope principii modo expofiti, confici poteft.

At vero idem principium fufiicit problemati fequenti

latius patenti refoluendo.

Problema ii. /

79. Si z eiusmodi ede debeat fundio binarum

variabilium x et 7, vt fiat y

,

indolem ifiius fun<fUonis.z in, genere definire..
i *.

«

Solutio.
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Solutio.' --

< ^nirftiir rt fit

«/»+P?=V* cum^fit wit
, ,

dz—pdx-i- ^'*-
. Tea , ..

dzzz‘jl^dj:{-^{fidx—ady) , .
_

quam formukiip in^ratbilem cfle «qiortet. C“m itt*

tcm pars "^dy per fe fit intcgraWlis, altera pars etiam

integrabilis fit neceffe eft', vndc pofiio ^x—&y~n
vt alteta pars fiat euidens cfi'p fiinftionetn

debete ipfius u
,
inde^jue etiam iutegralc prodi-»

uirtifn efle futidUonem ipfius u—^x-^ay. Quare

pofiattms
. . -

r.

eritque

fcii aequatio quaefiu indolem fiui&ionis z ,determi-

nans erit
'

'

, !

denotante figno f : fundionem quamcBnqtte fiue con-
tinuam fiue difeontinuam formulae fuffixae ^x-ay.
Atque indicando' formolae /;« ‘dififerentialc per </«/:«
«rit '

'

.

'

Tndc manifcfto refuhat tt/+py“y.

Coroll. s.
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C o r o 11. I,-
•

8 0. Eodem folutio redit, 'fi pro p eiiK valo>

rem p-zn'^-=^ fubftituamus
,
vndc f

dz='*~dx^\-{ady‘>>-'^dx)

;

'

hincque eodem modo * • ' . '
. i

Etfi enim haec forma a praecedente difierre videtur,

tamen facile eo reducitur, ponendo' ibi

-f- |-<|>:(«y-(3:«r)
,

''

.quae forma vdque eft funftio ipfius
(
3at— <*r.

, Coroll 2. .

'

• • *.

8 1. Si ergo in forma dz:=pdx-\-qdy debeat

efle ob a— i , p— x et y£:i
, folutio

buc redit , vt fiat ;
•

• « =y +/: (x-y).

Conftrudla ergo curua quacunque
, fi abfcilTae x—y

refpondcat applicata v
,

erit z=zy^ v.
t

•

S C h 0 1 i O n.

82. Si alia proponatur relatio inter p et q,
eadem metiuxio fblutionem obtinere non licet; led

• alio principio vti conuenit
; cuius quidem veritas

ex primis calculi integralis elementis ctt manifefla.

K Notari
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Notari (cilicct opwtet eflb

fp 4x-px^fxdp
fimilique modo • ,

i

fqdy^qy-fyd^t
ita vt cum fit

z—f{pdx-\-qdy)

futurum fit
,

z—pX’^qy~~f{.xdp~\'ydq).

Quomodo autem hoc principium ad folutiooem. hu-

iusmodi quaeftionum ,
quae ad hoc caput fint refe-

rendae , applicandum fit
,

in fequentibus problemati-

bus docdiitur.

Problema 12.

83. Si z eiusmodi ede debeat fiinAio binarum
'variabilium x tt y y

yt pofito dz—pdx-\-qdy'y
fiat pq^i j

indolem iftius fundlionis z in genere

definire.

Solutio.
Ex principio ante flabilito notemus lore

z—px-Jrqy-fi^xdp-^ydq).

Cum iam ob pq—i fit erit

z^px^^^nxdp-y^p,

Integrabilis ergo cfle debet haec forma f{x—'^^)dp\

at in genere formula fudp integrationem non ad-

mittit
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'

mittit nifi fit u funftio ipfius p. Quare in noQro

cafu necfiffe eft fit quantitas funftio ipfius p •

tantum, vnde etiam integralc fdp{x— erit fun-

Aio ipfius p tantum
,

quae fi indicetur per /:p
eiusque diflferentialc per dpf-p «rit

z-px-\-y~-f:p et /':p.
t • •

Quare ad problema nodrom foluendum , noua va-

riabilis p introduci debet , ex qua cum altera y con-

iund^a binae reliquae x et z determinentur. Sumta
Icilicet variabili p eiusque fundlione quacunque / :p »

indeque per diflferentiatlonem deriuata f ’• p ^
capiatur

primo

X ^ , indeque erit t

quae el2 folutio problematis qoaeilu generalis.

CorolL I,

84. Hic igitur fun&io quaefita z per ipfas
‘

variabiles x et ^ explicite euolui nequit
;

propterea

quod quantitatem p ex aequatione x — in

genere per x et / definire non licet.

Coroll. 2.

85. Nihilo vero minus folutio pro idonea et

completa efl: habenda, quoniam introducendo nouam
variabilem p ex binis jr et p a fe inuicem non pen-

dentibus ambae reliquae x et x definiuutur.

K 2^ Coroll. 3.
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C oro 1 1. 5 .

85 . Si fiimamas /':p:=:ct -h ^ ,
«it

f-.p
=ap-t et ,

hinc pzzV^^^ ;
vnde fun<ftio quaefita z ita fe

liabtbit

«.— a» V(«— «) _L- _ (X2-t-;3* _ «>-+.p*_ja3
. V(x— V(* — aj( p_».J7

feu arzr2 V(a;~a){j'H-|3 )., quae eft folutio partU

cularis, et limpliciflima eft z—zVxj.

Scholion i.

87. Quemadmodum folutio huius problematis

ex alio principio eft dedudla, ita etiam forma folu-

tionis a praecedenthus difcrepat
,

quod hic aequa-
tionem inter a: , j» et z explicitim' exhibere non
liceat ,

fed rioua variabilis p introducatur. Cum igi-

tur ante vna aequatio
,
inter ternas variabiles ar

, ^
et z folutionem , continuiflet} 'nunc accedente noua
variabili p ,

folutio geminam 1 aequationem inter has
quatuor variabiles poftulat, ficque pro noftro ca(u
inuenimus

:

cxiftente

d.ftp= dpf:p,

vbi fundiionis fignum indefinitum / :
quod ’ etiam

fundioncs difcontinuas admittit vniucrfalitatem fo-

lutionis pracftat. Quod li hioc litteram p eliminare

-i liceret,
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liceret', aequatio euoluta inter x et z obtinere-

tur
,
haec autem eliminatio fucccdit, quoties prof:p

fuadiio algcbraica ipfius p aflumitur
;

in genere au-

tem nullo modo fperari poteft. Nihilo vero minus

ope cumae pro' lubitu affumtae problema conftrui

poieft ; fumn enim curua quacunque fiue regulari

fiue irregulari, ponatur abfcilTa crp, fit^ue appli-

cata — r ,
erit f‘.p-x:frdp area eius curuae, quae

fi dicatur —s ,
aequationes binae

X— -2^—r et z—pX'^-^ —s
fP^ r

folutionem completam problematis praebebunt. Scili-

cet fiiinto pro X valorc quocunque, erit

hineque fit zzz 2px-pr-p, ia qua folutione nihil ad

praxin fpedlans defiderari poteft. Hinc patet etiam

fortafle fieri pofle
,
vt duae nouae variabiles fint in-

troduceniae ,
ac tum folutio tribus aequationibus

contineatur ; neque etiam tum
_

quicquam deerit ad

vfum prafticum.

Schol ion - 2.

88, Cum pro formula dz-pdx+qdy requiratur

vt fit pq-^i introducendo angulum indefinitum (j) alia

fqlutio concinnior elici poteft. Pofito enimprtang-Cj)

erit ^rreot. 4), et ob </« — </.Ytang.Cf>-t-<(ycot.(P ,

fiet per reductionem fupra indicatam

jzr:A:tang.Cj>rKJ'cot

vnde patet formulann'

K 3
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Aionem ipfiu$ 0 ,
quae fi ponitur

, et fof-

mula iiuegralis
*

binae aequationes folutioneni continentes erunt

;

et «r:.vtang.<I)+j'cot.(p-/:(J)

Tnde iam ,pro lubitu x vel y eliminare licet. Quin
etiam vrramque eliminare poflumus

, ac per binas
variabiles a; et binae reliquae at et ita expri-
mentur ;

^

Arrr Ja:cot. <p-q- Icot. 4>./:Cp+ Jcof

y— \z tang. <p 4- i tang. Cp./:({)- ; fm. <p\f:
QuoJfi igitur hinc differentialia capiantur

, ac pona-
tur = ex pofteriori dabitur, relatio inter dx
et d(p, vnde fi ipHus d0 valor in priori fubftitua-
tur, necdTe .eft prodeat ^/srz^artang.d)

; fimili au-
tem modo fi ponatur ex^ aUera orietur
ax=dycot.(p.

Problema

8p. Si 2 eiusmodi efle debeat funaio bina-rum variabilium a: et ; vt pofito dz=pdx+gdr
fiat pp-\-qg_i

^ indolem iftius fundionis z in ee-
nere inucftigarc.

Solutio.
Cum per redadionem fiat

'^— P^-^U-[{xdp~i-jfdq)

Tt
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Tt irrationalia euitemns ,
pooamas

P = r tt q 7= -
-l-r r

iiquidein hinc fit Erit aatem

dpzz «t dq=
fi _».r rj* —

( 1 r r )•

hincque fit:

«— I 4 /‘i»rdr— 7<<rft— r<» >

1-f.rr ' ( I -j- r r J*

quae forma integralis cum
^

fit fundlio ipfius f

,

fiatuatur ca =/;r
,

eiusque diflfereutiale

ex quo obtinebimus
^

Vnde fi eliciamus

X— 4- (JLdnlUlir f : r erit

.X = lAdtirJLi 4- r 4^ a/: r.

Coroll. !•

90. Si irrationalitatem non pertimefcamus ob

y=V(i-/)p) et erit

a=px +•>V { r -pp) -fdp{x- )•

Pofito ergo Z 7=:px^jfy {i—pp)—f>p ,

yr^fp)=/*A

Coroll. a:



So’ CAPVT lli;

Goto II. 2..
’

91. Solutio fimplicHCma fine dubio prodit fu-

mendo f tp— o, vnde cum fit x~
^ erit i

P~Hxx-^-yy) y(*^4r^y) I :

hincque

Ex quo valore fit

' /<l*\ ft— « pf y _ '

t '<Tx/ r ^ 'djr/ — T >

ideoque pp-\-qq=.l.

Cproll. 5.

92. Si ponamus p=fiu.(|) erit ^=c^.(|)

,

hincque

x=ra:fin.(l5.-4-j'Cof.4)-'/i45(a:cof.(I>--^fin.4))

,

erit hoc integrale r/;4), eiusque difierentiale

£x quo habebimus

azrarfio.cp+^cof.4)—/:4> et xcof.^—̂ fin.<})r:/';(J)-

Problema 14.

93 * Si z eiusmodi efie debeat funAio bina-

rum variabilium AT et i* , vt pofito dz-z-pdx^qdy ^

quantitas q aequetur funftiani datae ipfius p in-

iiolem huius fundionis z in genere inueftigare.

Solutio.
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Solutio.
Cum q fit fuii(flio data ipfiiis p ,

ponatur

dqzzrdp erit etiam r fundio data ipfius p. Ae-

quatio ergo iiofira generalis folutionem fuppeditans

induet hanc formam

z -px-^r qy—fdp{x-\~ry

)

•vnde patet integrale fdp{x-\-ry) fore funilionem

ipfius p, quae fi generatim per f-.p exponatur, eius-

que differcntiale per dpj':p ^
habebimus;

z~px-]rqy—f-p ct x+ ry=xftp

quae duae aequationes folutionem problematis vniuer-

falifiime compledluntur
, fiquidem f:p funftionem,

quamcunque ipfius p fiuc continuam fiue difcpnti-

nuam denotare potefL

Coro II. I.

t>+. Cum fit q funftio data ipfius p ,
inde-

que fi fundio indefinita ipfius p ponatur

,
f-.p—V^ ob fp—jjy folutio hif aequationibus con-

tinebitur

z::=px-hqy-? et xdp-\-ydq— d?.

Coro 11. 2 .

95. Si ad conftrudionem vtamur curua qua-
cunque in qua fi ablciflii capiatur —p , applicata fit

—f‘P curuae dabit -valore.m ipfius f'.p.

VoL III, L Sin
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Sin autem applicata indicetur per /:p, tum f-.p ex-

primet tangentem anguli
,
quem tangeus curuae fa-

ciet cum axe.

SchoHon.
95. Duplici ergo modo curua quaecunque ad

libitum dtlcripta fiue fit continua leu aequatione

quapiam ana'ycica contenta, Gue libero manus dudu
•vtcunque delineata

, ad conftrudionem problemat»
adhiberi poteft. Vel enim abfeifla per p indicata

applicata fumi poteft ad f:p vel ad f:p exprimen-
dum

, nec facile dici poteft
,
vtrum ad praxin com-

modius fit futurum ? Vbi autem huiusmodi proble-
mata realiti occurrunt

,
reliquae circumffantiae folu-

tionem determinare folent
, vnde pro quouis cafu

conftrudtio maxime idonea fecile colligetur. Proble-
mata autem mechanica hanc calcufi integralTs par-
tem poftulantia femper ad formulas differentialcs

fecundi altiorumque ordinum deducunt, quarum re-

folutio ne fufeipi quidem pofTe ante videtur
,
quam

methodus pro formulis differentialibus primi gradus-

fuerit patefadla. Hadenus quidem problemata pro-
pofita ablolute rcfoluere licuit

j nunc autem quando,
conditio praeferipta relationem formularum (^) et

per reliquas variabiles x
, y et s definit

, negotium
in genere non amplius fuccedit

, nifi relatio prae-
fcripta vnicam tantum variabilem cum binis formu-
Cs difterentialibus couiungat.

CAPVT
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CAPVT IV.

DE
RESOLVTIONE AEQVATIONVM
QVIBVS RELATIO INTER BINAS FORMVLAS

DIFFERENTIALES ET VNICAM TRIVM

QVANTITATVM VARIABILIVM

PROPONITVR.

Problema 15.

n. . .

-

S
i z elustnodi efle debeat flinAio binarum variabi-

lium X ct y •\'t pofito dz-z.pdx-\-qdy

,

fit

indolem huius fundtionis in genere iuueftigare.

Solutio.
Cum fit

dz—pdx-\- +
haecque formula efle debeat integrabilis ,

necefle efi

vt px ac proinde etiam z fit fun<aio quantitatis

Qiiare folutio noftri problematis in genere

ita le habebit
,
vt fit

z=/:(/a:4->-) et px-f'’.[lx^^-)

L a fumen-
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fumcndo fcilicet perpetua d.f:u~duf':u. Hinc

autem erit

ficquc qzz: ~ o.imina Tti requiritur.

Coroll. I.

98. Cum (it

z—px-~fxdp-^ffl^=px-+-j’px[^^~‘-t) y

hinc alia (blutio deduci poteff. Si enim ponamus

erit px-f''J^-lp\

indeque

Coroll. 2.

99. Hac ergo fblutionc noua introducitur va-
riabilis p , tx qua cum j coniun<fla definitur primo

X — p/j — Ip)

tum vero ipfa fundlio quaefita

--px-\-f.{^-ipy
Riiic aiucm f. lutiooi praecedens fine dubio antecel-
lit

, cum illa quantitatem ^ immediate per ;c et r
exprimat.

Scho-
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Scholion.
foo. Quo has duas folutioncs inter fe com«

parare queamus quoniam funftio arbitraria iu \tra-

que diiieriae ell indolis
, etiam charaiflcre diuerlo

•vtamur. Cum igitur prima praebeat r

a: =f: ( ^ / j:

)

et p x =/: 4-

/

v
)

titera \ero :•

rzr^';(f-7p)4-F':(f -/;» et px

patet fore r

f:[=L ^lx)—Y'v[:L^lp) et

/rf^4-/r)=F:(f-/p;4-F'rff-//))

»ndc non folum relatio inter vtriu?que fundionis f
et F' indolem definitur, led dtiam^ inde fequi de-

bet ,
fore;

px-f',{l^ Ix)^

id quod non parum videtur abrconditnm. Verum'
ob hoc ip(um illud probleira eo mag's efl notatu

dignum , quod (<Jutiu altera
,
qua noua variabilis p

intro.mciiur , congruit cum pritjre vbi z per x
et y immediate definitur , neque tamen conftnfus

harum lolutio-ium peripicue monftrari potell. Quam-
obrem quando ad eiusmodi folutioncs ptruenimus

,

vti m problematibus pollcrioribus capitis praeceden-

tis vfu venit , in quibus noua variabilis intro-

ducitur , noa omnem fiatim Ipcm eius elimiiian-

' L 3 dae
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dac abjicere debemus , cum ifto cafu altera folutio

ad priorem certe At redudiibilis., ctiamA 'uacthodus

reducendi noo perrpiciatur, 9uam tamea inO:a$. ar.p.

exhibebimus.

Problema i6.

lOi. Si z erusmodi efle debeat fundlio bina-

rum variabilium x et , vt poAto dz~pdx-\-qdy

^

At pX+T j exiAentibus X et T futuflionibus

quibuscunque ipAns x ,
indolem illius fundlionis x

ia genere ioueAigare.

S o 1 u t i o.

Cum ergo At dz—pdx^pXdy-\-Tdy ,

flatuatur pzzr—J^ vt prodeat

dz— rdx— 4-rX</yn^i^* 4-»"X {^-i-+dy)

qua redudlione fifta perfpicuum eft tam rX quam

lore fun^liouem quantitatis Quare A po-

namus :

il3i)=f-.{y +fi£) erit

ac tum funftio quaeAta erit:

quae ©b Aindlionem indcAuitam /: eft completa.

Tum
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Tum vero erit

p )
et

vnde patet fore vtique q~pX-\-T. Qitoniam vero X
et T firnt fundliones datae ipfui& x

,

formulae iu-

tegrales et /-^ folutionem non turbant.

C o r o r L I,

102. Sotutio aliquanto facilior redditur fu*-
•

menda ex conditione praefcripta p r: ^ vnde fit

d z z=: — -i-^ -h q (f et

Xam manifeffi) efi

ficquc ipfa folutio praecedens refultat.

Coro II. 2.

103. Eodem* modo relbluitnr problema, fi

proponatur conditio q=pY-i~V exiftenribus Y et V
funftionibns datis ipfius Tum enim erit

dz-pdx-\-pYdy+Vdy et z-f\dy+Jp{dx+Ydy).
Hic ergo fit

fp[dx-\-Ydj)=p,{x~^j;Ydy)

et
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et iblutio erit

2 :=/V (

X

4-/Y dy )

;

vnde fit

pzz)'‘.[x+fYdy) et q~V -^Yf':[x^fY dy).

Scholion.

104.. Ex forma folutionis hic inuentae difcerc

poterimus, quomodo problema comparatum cBc de-

beat, vt eius folutio hac ratione perfici, et fuu(fiio2

per binas variabiles x et y exhiberi queat. Sint

enim K ct V funftiones quaecunque ipfarum .retj',

indeque differentiando

dK.— Ldx~hMdy et dVz:zPdx-hQd/

jam a folutione incipiamus
,
ponamusque

2 = K-f-/:V

eritque differentiando

dz-Ldx-j-Mdyi-(Pdx+Qdy) f:Y.

Cum iam hanc formam cum afliimta

dz—pdx^^-qdy

comparando fit

p"L + et q—lA-^r(^f'W i
erit

Qp-P^^Lq-MP.
Quare fi hoc problema proponatur , vt pofito

dz -z^p d X qdy
fieri
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fieri debeat
'

Iblutio erit a:=K+/:V, dammodo M et L itgiv
que P et ita fint comparatae ^rt fit .

Ldx+Mdyz:dK et ?dx-^<^dy-dy

yerum hi afus ad fequfeqs -caput fufit. referendL

.
. , . .

Problema
' '

Z05. Si z eiusmodi ede debeat fiinftio bina-
rum Tariabilium- x ft jy^nt pofieo dzz=pdx+qdy

,

..fit ^cPjJ4-.n pxifteutibua P et Ijl > fup<JliBaibus datis

ipfius pi iftius fun^^ia * ia geoer^e U>-
ycftigare.

. .. ;
....

Solutio. . . !
•

Ciim igitur, fiti ,

, erit • .. .

z=zpx^/.{Pxdj -i-Udy-^xdp). ' ^ t .

•

Statuatur Pjr+Hrv, vt ' fit' ar—

^

fietqiie
’ ^

zzzpx-\-fivdy-tff~{-IL^),

Quare cum P et n -fint fun^ones ipfius p , ideo-

. que formula /5-^ data, ' habebitur

; .
'z=px^fB^p +/^dy-- '

vndc patet tam v quam

=

fundioaem cffc

M debere
€
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debere formulae Ponamus ergo

entijUft . i i , f I-,

v=P;r4-n=:/:(/-/^),
et hinc

tum vero

• «I
a.

,
CoroH. I'

- io5. Tn folutiOne huius problematis itbrum

'oous variabilis p introducitur , ex qua cum y (oa-

iundim primo variabilis x ,
tum vero ipla fundio

quaeiita z determinatur.

C o r o 1 1. 2 .

107. Neque vero hirx iflam nouam variabi-

lem p cx calculo elidere licet ; \ti ante vfu veait ,

propterea quod hx P et II lundiones ipfius p de-

notant
,
quarum indoles iam in ipium problema

ingreditur.

Coro 1 1. 5 .

J08. Simili modo problema rclbluetor
,
H

permutandis x et j' , quantitas /> ita per et y de-

tur vt fit Q>-4-S } denotantibus et S fun-

,
diunes datas ipfiQs q.

I Scholion.
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Sclioiion.
J09. In hoc cnpite conftituirmis eiusmodi pro-^

hiemata traftarc
,
qiiortim conditio aequatione inter

binas fbrmnlas differentiales” (^)~^ ,"(^) —y et

Tnam ex tribus variabilibus ar
,

et s vtcunqiie ex-

primitur. Problemata autem bina euoluta cx hoc

genere certos cafus complectuntur
,
quorum folutio

peculiari methodo expediri poteft fimulque ad for-’

mulas fimpJiciores perducitur. In poheriori quidem’

relationem inter p , ^ et x ita aflumfimus , vt fit

P.v-|-n
,

feu vt in valore ipfius ^ per p et x
exprefib quantitas x vnam dimenfionem' noui exce«

dat; in priori vero ita vt fit y—pX-+-T, feu vt

in valore ipfius.^ per p et x exprefib, quantitas pj

vnicam obtineat dimenfionem. Io genere autem

notaffe iuuabit
,
tam quantitates p et x quam q ety

inter fe efTe permutabiles. ; Cum enim fit

fpd x—px~fxdp, '

‘

loco
.

... • • • -.'1

z—f[pdx -\-qdy)
erit

z—px-\-f{qdy - X dp), •
. .

Simili modo eft •
. , v.

z~ qy f{pd-x-y dq)
.

tum -vero etiam

Z — px-^qy —f{xdp j' dq).

Quibus ergo cafibus vna harum quatuof formularum
M 2 inte-
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integralium redditur integrtbilis
^ iisdem ternae re-

liquae etiam integrationem admittent. Cum igitur

in fuperiori capite primam formulam refoluerimus ,

fi^ vel g quomodocunque detur per a: et j' j ittf

eodeni modo refoluetur formula iecunda , fi ^ per

p et _y ,
tertia autem fi p per x et f ,

at quarta H
vel a: per p et q vel per p et y vtcunque datur#

quae quaeAiones cum generaliter, expediri queant

»

eas in fequenti problemate euoLuamus.

Problema iJ.

xio. Pofito dzzzpdx-^qdy
i

fi relatio in*

tir p , q et X Aequatione qnacanque definiatur
, in-

dblem funftionis x , quemadmodam eX bihi$ variay

faiUbut X et ^ determiaetar ia genere inoefiigare.

Solutio*
Ex aequatione inter p^q tx x propofit» quae-

ratur valor ipfius x qui fundlionl cuipiam ipfarum

p et ^ aequabitur. Cum iam' fit
,

z—px-\-qy-f{xdp-\-ydq)
,

quoniam x eft fundiO' data ipfarum p ct q formula
xdp integretur fumta quantitate q conftautc

,
fitque

fxdpzL\-^f‘.qr
et erit V fundio cognita ipfarum p ct y ,

qua dif-

ferentiata prodeat.

d.V -=:x dp^$ d q y,

vbi
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Tbi S quoque erit fliuAio dsita ipf^rurh ptiq. Quis(

iam forma f{xdp-\-ydq) integrationem admittere de-

bet, aequabitur formae V-b-/:y, vnde diflfcrentiando

concluditur

:

xdp-\~ydq:^xdp^Sdq-\-dqf'.q

ideoque

yz=:S‘^f'iq et '
V—

ftu Z—px-^-Sq+qfxq-fiq—V

'Iblutio ergo ita fe habett Primo ex conditione prae-

Ibripta datur x per p et ^ ; tum fbmta^ q cOnllante

iC W^fxdpy et TicilJirh dN—^ttp+Sdq\ ioiieri^

fii autem V et 5 per p
' et' ^ ,

reliquae quantitaterf

y et z ita per dasdertt expiirrictrtuf vt fit

y:^S+f:q et z^px+Sq+qf:q—f:q—'^

quae folutio, quia fun<ilionem quamcunque ipfius ^
fiue continuam fitfe difdofitiairam denotat

, vtiquc

pro completa latifilmequc patente efi habenda.

Alit er..

' xt T. Vel eX aequatione infer p, q et x data',^

quaetathr' valdr ipfius p pe‘t a: ^t q eXpreffiis
,

ita

vt p aequetur funAioni cuipiam datae binarum' va-

riabilium .V ct q, per qiiai^efiitm reliquas quantita-

tes y et z' definire conemor. Ad hod Vtamur

formula-

z:=qr^f{pdx^yd-,q)’y
M 3 et
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et quia p eft funftio ipferum x et ^ dabitur carua-

dem eiiismodi fuudio V vt fit

Statuatur ergo

f{pdx-ydq)=V +/:?
eritque

y — — K^fiq et tt
— -i- V' -t^ f’. q. '

C or O I 1. I.
• I

112. Vtraque folutio aeque commode adhiberi

poteft , fi ex relatione inter p , q et x proppfita ,,

Cim’ quantitatem x quam p aeque commode dcftuire

licear. Sin autem earum altera commodius definiri

queat ,
ea folutione

,
quae ad iftum caium eft ac-

commodata erit vtendum. t'

,
. C O r O 1 1. 2. <

11 3. Sin autem neque p neque .v commode
elici queat ,

tum nihilo minus hic refolutio aequa-

tionum cuiusque ordinis, quin etiam tranlccndcntium

tanquam concefla aflumitiir. Ceterum etiamfi q fa-

cile per p et X definiatur hinc calculus nihil

iiuiatur.

C O r 0 1

1

.

H4s Ex hoc problemate vtpote latiflime pa-

tente ct.am bina praecedentia refolui poflunt;' folutio

autem hinc inuenta a praecedente diferepabit
,
cum
illa
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illa ex inethodo particulari fiC deduAa operae au-

tem pretium erit has duplices lolutiooes inter fe

comparare.

Exemplum i.
, ,

115. Si fuerit q—pX+T exiJleM'>bui X e/T
funCtiombut ipjius x ,

indolem funSionis, t inuejli^arc,^

Hic (biutione vtendum efl poderiori
,
pro qua

eft p— 1^ ; nunc pofita q eonftaute' prodit

hincqoe

rnde Iblutio his C>rim>lis «rontinetur

y-/»X+T

;

q \ zrt-f ~qf-q+f>^

Solutio autem fuperior ita fe habebat :
^

,

q-pX^Ti

'Scholion?
' ' '

^ » * - V

II 5. Confeiifus harum duarum folutionum ita

oflcodi poteft vt tx ea ,
quam hic inucnimus

,

antecedens per legitimam conreqaentiam formetur.

Cum enim fit
,

‘ ^

(latuatur brcliitatis gratia y+J^-^-V, Vt Ixt f:q-~v {

crit ergo rictflim q aequalis fuutftitxii cuidam ipfius v,

quae

«
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tjuie pooatut f=:F'.‘c , vnde fit ,

«rgo

dqf:qzz.^vivY*''.vzz.—vd.¥’.<Oy .. i

trgo integrando -

./:^--/«rf-F';v;;-pF':v+/^®.F’i®=-vF*i5f4'F:v.

Qaare cum fit

- . ^qf‘l-^rf’9 erit

sr±— -f-vF';v—vF':v+F:» ^ ‘

s=-r4^+F:(j^+/-V)
’

’

'/
^uae eft ip(a folutio praecedet». , .

. , .

'

ExempJum 2. *
-

: ^
'

117 . Si fuerit q—Px4-n, w^«i^ttif P etj\
'ftmdiiombus datis ijftus p, indolem fun£lioms x, vt Jit

dz:=pdx-|-qdy inuejligare.

.. Hic folutione priori, vtendum
,
cum fit x:^.

Sumto ergo q conflante quacratqr

V-fxip=qI‘f-p4t,
••nde fit

. :';S=0J|)=/Vt •••
;

'
. ;

Solutio ergo praebet t
'

.

et
'

a-U - tp.J,qfU^qf,q.f.q^qfU +/«|t fiue

. ....
' folutio
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Solutio autem eiusdem cafus fupra ( 105.

)

inuenta
erat

:

A’=^“+r/*(^“/F) ef ? = atque

' 'z-=V+/yf+ i-My-m+fir-fii).

Scholion i.

118. Videamus quomodo folutio hic iuuenta
id Tuperiorem reduci queat. Cum ibi iouenerimus

Ticiflim q aequabitur iundUoui quautitatls J'—/^>
ponatur ergo

S = F':(/-/U)
. ,

eritque flatim

fit breuitati» gratia yx fiai

q—'?‘xv et V —f: q , erit

Yxv—fqdv^^qv-fvdq— qv-fdqfx q.

Ergo Yiv—qv—f'.q^ ita vt fit

feu

VoL Ili. N Quibus
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Quibus valoribus fubfUtutis habcbiams't
, .

z--kp + 1- F^( +/4^+C ^-/t )
F'- (-> -/¥)

.('i
-

• .• V-'

feu +F:(j'-/V).

quae dl ipfa folutio ante inuenta.

1 ,

• ..
'

' '

. .1; Scholion 2.
'

II 9. Hoc conftnfu oftcnfo etiam confendurt

fiipra -obleruatum (loo.j dtmonftrare potenmus>
qui multo magis abfconditus videtur. Altera- autem
fi)lutio ibi iuueata erae

px—P\{Z-lp) et 2—Z.r+F:(i -/jC») ^

ex quarum formufa priori patet fore viciiTim ^
fundionem ipGus /•.!:; hinc etiam 1 -Ip^lpx feu

aequabitur fundioni ipfius px. Deauo ergo
vicifiim px aequabitur funAioni cuipiam ipfnis^4-/x'.''

Ponatur ergo p.v:=:/:(f

;

et cum. Cc

df-il-lp !=(to _ il) erit

=rp=‘i^+‘‘f)-P!c-

lani pro px fubftitnto talore +/a:) obtinebitur:

i
• - • ita
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itt vt hinc fiat z—
;

quae eft ipfa folu-

tio altera. Hac igitur reduftione Haud' parum lu-
minis incenditur ad -alia mylleria huius generis in-

veftiganda. Summa aiitcm huius ratiocinii huc re-

dit ,
Yt fi fuerit r=f':f fore etiam" r'~F':(/-l-R)

denotante R fundionem ipfius r
,
quod quidem

. pot

fc efi eiiidens
,
quia .Ytrinque r per x. determinatur.

Cum ergo Iit

X — r — F'; ( X + R ) ,
erit

/: X -fcisf

:

X -frdx-/r(^x+^R-^R)-/(a'r+^R) F':(x-i-R)
'

' •
•

= ' '• -/rt/R,
ideoque /;x— F:(x+ R)—/“rrfR ;

'
' '

vade loco fiincflionum quantitatis x, fuuftiones quan-
titatis x+R introduci poffiint. Scilicet fi fit^r^/^tx

fumi poteft r^F^’(x+R) exiflente K functione

quacunque ipfius Xt, tum vero. etil}

/:x^F;{xH-R)-/r</R.

Exemplum ‘

120. Pofuo dzrrpdx-f-qdy fi x atijueittr

funiiiom homogene-ae n dimenfmum ipfdrum p x/ q

,

indolem funQmis z inuejligdre.

Cum X detur per p et ^ , vtendum erit Ib-

lutione priori et ob funftioni horaogeneae n

dimenfionum ipfarum p tt q y poiwtur p— qr, fict-

que a:—
.

^"R, exillente R fuiiAionc ipfius r tantum.
Sumatur nunc q conflans et quaeratur ' ’

\—fxdp—fq'^'Kdr
Na ob
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db. dp — qdr^ critquc

yj — f-^'fKdrt

quod integrate datur. Hinc diflerentiando erit

d\^q^-^'Kdr-^{n-Jri)q"dqf^dr

quae vt cum

d^ — xdp-\~Sdqzrtj^Kdp-r-Sdq

comparari po(Tit
,
quia ob dpz: qdr-\-rdq‘

dS zz(p''^'Kdr-\-fKrdq-\-Sdq erit

vnde fit.

_yr: — ^"Rf4-(« 4-il?YR</f+/:? et a:ry"R atque

x~nq'^'fKdr-^qf:q—f:q exiftcote p^qr.

Coro II. I,

P”
I2I. Sit x—^j et pofito erit xrr’",

ideoquc n=:o et R — r"; vnde fit

ti zzqf:q-f:q.

1

Quare ob r-x'" erit -^-fiq-

)

C o r o 1 1. 2 ..

fm-
121. Eodem cafu ergo, quo ar~

^ ,
aequa*

bicur-
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Ktur q fbnaioni quantitatis 4-;;^ a: ”*
, quae

quantitas fi ponatur ct frF':v, vt fit erit

f:q-:=.fdqf':q=.fvdv¥‘^:v ob dq=zdv¥“:v ,

'vude concluditur

f:q-v¥’:v-F:v et s:rF:v=F:(/-l- " ).

Exemplum 4.’

123. Duarum variabilium jc et eiusmodi

fitnt^ionem z inueftigarc vt pofito

dz—pdx-\-qdy fiat p*-^-x’ zz^pqx.

Solutio.
Confideretur forma'

z—qy-\-f[pdx-ydq) ,

vbi iam formulam pdx—ydq integrabilem reddi

oportet. Statuatur p—ux, et couditio praefcripta dat

jr(i 4-«*)= 3 ?« i

vnde fit

1“

tum veroi
j_ jqdnti— ti»» ) I

7-f*»*'*

ficque hahe»'itur ;;
•

... t mOOUV du' f 3 < II ’) /! <7f 1 -I- « u* ) J Jr / “* >• •-4->**)*

N 3

(I T"*‘

Ergo
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Ergo

Qiiarc. Mccffc c{\ eflc ^4^ fun^ionem ipfius q
tantum

,
quae fit 'z=.—j':q vnde fit

-/:? et z-qy+ 4./:^

fcu z= -
qf: q+f:q exificnte xzz-LH^

Ex quibus tribus aequationibus fi elimentur binae

quantitates q et u oriptux aequatio- inter z et x, y ^

quae quiieritur.

C 6 r o 1 1. I.

124. Ex aequatione, pro j inuenta colligitur

* H-u

hanc :

aequatio autem 'pro 2 inuenta abit in

-111
•<* . . ,.l

I ^ u*

quae elifo u transmutatur in hanc
,

tum vero eft
.

- ! •
. ; '

i

x— -u[y-\-f'\q) .
• :

:

Tnde reperitur hineque .. ;

3 yU-f-/:?)* -h (j+fry)*.

Co r ol 1.

'

2 .
- ~

125. Si fumamus

=

, tm f:q~aq^b,'
et pofirema aequatio praebet 7

—

»'—(>->-?)* r^um
deinde pro hoc ca!u fiat

~~-qy-aq-t{y+af ~\-b
‘ -

,

-
' > proue-
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prouenict loco q valoretn iniientutn fubflituendo^

g 6 < y -»-o ) 7
55 < fj )

C o r o r I.
;

12(5. Cum iu genere fit

ponamus f':q^a—jiq, idcoqiic f-.q— b-\-aq~\qqi
entiue

* V X

Hinc ergo proJit

/iq—b+
y ^

^.ZZb-h'lS^ I > V *

atque

»=-;>(/+«)+ l-r»+6?7
-

feu

et fiiAa reduflionc
*

• •! • .
'

z=^b-\-\{.y + a)'~\xVx^iy'^a'fi ^ *.

• C O r O 1 Jr 4 .

T27. QiioJfi hic fumatur a— o et ^:::o eric

per expreffinue n fatis flmpliccm. . .

z := ijy ~ixV xy ....

quae quomoJo conditioni pracfcriptae fatisfaciat ita;

apparet . Fer diiTcrentiatioiicm colligitur .

’ - xy tt qzz{jr^):^\y--iTT r

hinc-

,
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hincque :

X* ~ — xyV xy-\-x' ^ zx

^pqznx .V —y V xy ideoque

^pqx:=-x^ —xyV xy tv^o

p^-^x' — Zpqx.
^

Scholion.
128. Succeflit erijo folutio , quando aequatio

-quaecurique inter p, q ct x proponitur, etiamfi cafi-

bus, quibus inde neque x neque p elici potell, difHcultas

quaedam reftat
,

quae autem relolutioncm aequatio-

num finitarum potiflimum afficit, quam hic merito

concedi poftulamus. Interim ex poflremo exemplo

perfpicitur, quomodo operatio fit infiituenda, fi ope

fubftitutionis idoneae aequatio propofita ad refolut;o»

nem accommodari ;qucat^ cui autem negotio hic

amplius non immoror. Neque etiam eos cafus

,

quibus inter p , q ct y xelatio quaedam praeferibi-

tur
,
hic feorfim cuoluam , cum’ ob permutabilita-

tem ipfarum x ct y ^ qua etiam p et q permutan-

tur

,

hi cafus ad praecedentes iponte reuocentur.

Superefi igitur cafus, quo aequatio inter p ^ q ct z
proponitur , vbi quidem ftatim manifeftum eft , in

aequatione dz=:pdx-\-qdy ^ quantitates p ct q noa

vti fundiones ipfarum jr et y fpedari pofle
, quo-

niam etiam a z pendent , neque ergo earum indo-

les inde determinari poterit
, vt formula pdx+ qdy

integrabilis euadat. Verum fine diferimine conditio

ea
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ca cft definienda
,
yt acfiuatid differentia!»

' '* •' t

dz-pdx—qdy— o '• *

fiat poflibllis
j

ad quod' ex principiis fupra ftabilitis

( )
requiritur yt pofito

. ,
.

fit :

Lp+Mj-N=o fcii P(j2)-?(j|)+<H)-<B)=o-
Quare propofita aequatione quacpnque inter pyqttz
eas conditiones in genere inueftigari oportet, \t huic

requifito fatisfiat. .
. .. \

Problema ip.

129. Si pofito dz~pdx-+ qdjf
,

debeat efle

p-\-q~~
, relationem fundlionis z ad variabiles x

et y in genere inueftigare. _ .
f

Solutio. •

Cum fit q— ^—py aequatio noftra hanc in-

duet formam

dz‘rzpdx—pdy-\-^-^^ feu
,

,•

Quoniam igitur ambae formulae

dx-dy et
Z a K ' i *

•

\

per fc funt integrabiles
,
ob .

- VoL liu O necefTe
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necefle eft vt fit fundio quantitatis x —y pona»

tur ergo

,

^=f:{x-y) vt fiat lz-^z=f:\x^y). .

Definiri ergo poteft 2 per x et j' , et cum fit

j!> etiam fundio ipfius x—> , fi ea ptxutur

z:iF:(x—jf) erit

z.
z-=ztf‘ F:(x—j-) , vnde fit

F':(x-j-) et

(g)=?=-^F:(x-j^)H-ie^F;(x-j)

ideoque

/>-h f 5 F : ( ar-j' ) =r^ ,

'Vti requiritur.

GoroII. I.

1 30. Ex hoc exemplo intelligitnr
, quomodo

certa ftinftio ipCirum p et j , quantitati z aequari

poflit, ctianifi p ct q fiat functione» ipfarum x et y.
Simul rciliuet ratio integralis formulae

dz~pdx-\-qdy

introducitur in calculum.

Coroll. t.
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Coroll. 2.

z,

131. Forma pro talore ipGuss

inuenta per fbndionem quamuis ipGus x—j multi'

plicari poteft. Si ergo multiplicetur per

«—

»

s.

fit 2=re* F:(x—/).

Sin autem multiplicetur per
t »

fit z=:e F;(x-j')

,

4)uae formae problemati aeque latisfaciunt.

‘ Problema 20.

131. Si pofito dz—pdx-\- qdy , quantitas c

aequari debeat fundlioni datae ipfarum p tt q y in-

dolem ,
qua 2 per 4T et definitur

,
in genere in-

Tefiigare.

Solutio.
Ex formula propofita habemus dy—^^ — tl*.

' Hatuatur pz=.qry vt fit z aequalis fundioui ipfarum

9 et r , et ex dyzz. ^ —rdx elicitur

j=|—
quam formulam integrabilcm reddi oportet. Cum
igitur z fit fundio data ipfarum q et r

,
pofito r •

confiante quaeratur integn^ formulae ^ fitque

99 ^
,

vnde



I
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\mie dififcrentiando prodeat .'j

ac iam patet efle debere, x— >
indeque

obtineri ^

^ =r 5. - R r - rf : r -H V -d-/; r
® . 'i' ; “i

quibus duabus aequationibus felatio inte^ quantitate

propofitas determinatur. Primo igitur pofito

datur z per ^ et* r. Deinde fumto ,f conflante in*

tegretur formula ^ ,
fitque integrale refultans

V— quod etiam per' q tx. r datui'; vnde

fumto y'’ conflante coUigiturt R:;r.{^). Quibus in-

Tcntis erit

xzzK+f: r' et >' -V "l"V /: r;,-
"

fleque omnes' quantitates per. binas variabiles et,r

determinantur. • -i'-'
'

C o r o 1 1. I.

.

13 3.' Quia permutatis x et y litterae p ct q

permutantur , ' fimili modo noflram inue^igationem

incipere potuifTemus ab aequatione,
.

^

dxzzi^ — 'LiJL ;

fimilisque folutio prodiiffet quae quidem .forma di-

vcrla at re congruens eflfet. . . i i .

' Coroll. a.
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,

•
t;

-

'-Coroll.‘ 1 2: '

lop

»J . t.
^

1 f

134. lam (cilicet pofito q~ps
,
Vt Iit

i-
''

!
•• >—

d X — s dy \ erit ''
-

lam fumto s conflante ponatur /^r=U, quae

(Juantitas per p ct / determinatur,, ex ea ycto pro-

deat (lS)rrS’‘, erit'

j=S-{-f:s et x=:~ -fy-\-V+f:t.

Exemplum i.,

135. Si # debeat
^
foluthnem pn

hoc cafu exhibere.

Pofito p~qr erit xz::aq{t-{~r) y
nunc fum-

to r conflante erit

;

• \=f^^-aii+r)lq et

Hinc reperitur

x=:alq-\-f:r et y-^~arIq-rf:r-\-a{i + r)lq+f’r

feu y= a(n-r)H-/i/9-rf:r+/:r.“

Si hinc q didere velimus ob ,
folutio

his duabus aequationibus continetur

Vnde
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Vndc (equenti modo pnecedsas Tolutio elici poteft
,

ex forma priori ell

j--1~— -7( I -hr f fund. r

ex ambabus vero

(* -f-r)-( I +»•)/: r-f/:r=: fun<a. r.

—
Cum ergo tam^f-— /1 feu ze • quam a: fit fim-

Aio ipfius r altera forma aequabitur fundioni alte*

rius y, \nde fiatui poteft

—2- i.

ze ‘—Y-.iy-x) feu a;=:<r“ F:C/-a:)

,

quae eft folutio ante iniienta.

Exemplum 2.

135 . Si pofito dz= pdx-|-qdy debeat ejje

'inapq, relatmem inter x, y z inuejiigare.

Pofito p—qr erit zz=:aqqr, et fumtor con-
flante fit V—f^:=:aqr ,

hincquc R=:(|y)r=tfy.

Quocirca habebimus

x=aq-\‘f'.r et r— r/';r+/;r

feu ob r=r-*— eritaqq

’ / ojj ' q aqql aqq^J aqq'

Hic in genere notemus fi fit ponamusque
rzzYhv ob dr— dv¥^':v fore

fir—/drf:rz=:fvdvY‘‘:vzz.vF*:v—'Fv
feu f:r—v¥':v—Y:v

,

hincquc/:»—#-/';r=-FtV. Quare
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Qaare cum fit fkrzx-aqy fi ponamus erii

f:r-rf':f:—--F:{X‘-aq) et

atque

x=zagqF*:ix^af).

S C h o 1 i o n.
I

137* Hae poftremae formulae ita ftatim ex condi-

tione quaeflionis elici poCTunt. Nam ob/c:~ erit

dz= '-^’-+,Jjr , et
,

hincque

bi manifeilum eft efle ^ fundUpuem qWUWitatif

Quare pofico

^-F':(y-V), erit

‘

Quin etiam indidem alia folutio deduci potefi petueo

dx— "-i{dz-qdj),

quae pofito z^qv abit ia -
,

.

dx~‘-{vdq-^qdv—qdy)y'Hai^

X =zaq idv-dy).

Quare ponatur

Sd—f:{v—y) eritque x=:aq-^-f:(v-j).

Jam
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; O riri-iTj -•

lam reflituto"valore O— habebitur i

Prima autem folutio ad eliminanda q tt r cft ap-

tiflima in exemplis: Si enim ‘ponatur
‘

erit firzz.il>y i

hinc

:

'zzzaqqr et a:rr

j

lam ob

x=zaq+bqy^+^ et +
Hinc ...

af— + ^*) et (d-d-

et* multiplicando eliditur q fitque

(;r-0(^-</)=}(«-t- 7^”)’ =(*+V«r
ita ‘vt fit

B’^Vaz—V{x—c){y—d)

et proinde
' . .

quae fi bz:czd:zO dat cafum fimpliciflimum z-’^.

CAPVT V.
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C A P V T V.

D E

RESOLVTIONE AEQyATIONVM
QVIBVS RELATIO INTER qVANTITATES

(r*)’
et binas triym varia-

.BILIVM X , j ,.z QVAECVNQVE
DATVR.

.Problema .21.

^138.
'

S
i poGto dz—pdx-^-qdy ^ debeat cflc px-^‘qy~9

funCiionis.z indolem per jt et ^ in genere in-

veftigarc.

Solutio.

Cum fit qzz—tl erit

dzz:pdx-f^=px{i^-f)^t^x

dz-py{^f-^^)-pydX.

Vndc patet py effe debere funftionem ipfius ^ ; ac

fi ponatur fore 3=/:
J-. Perpetuo fcili-

Vol. ///. P
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cet hi defighandis fuaftiooibus hac lege vtemar».

-vt (ic

</. /: V — </ vfi V

ficque. porro

d.f'\<i}—dvf':v et d.f":v — dvf"':vtic..

At /:f dtnotar fundtionem quamcunque homoge-

neam ipfaruntr x tt y nuiiius dimenfionis , ae fi «
fuerit talis fmuftio quaecunque , et difSerentiaudo

prodeat dx~pdx-\-qdy
, feraper erit px+qy^o»

CorolJ. I.

rsp, Quodfi ergo z fuerit fundio homogeoei
nutliut dimeoGoais ipfarum a: et'j' ^ ob

P=(H) « ? = “i‘-

quam veritacem quidem iam fbpra clkaimas»

CorolL. 2.

x+o. Tura \tero cum fit

r y ' y ^ yy y

erit p fundio homogenea ipfiirum ar et / numeri
dimenfionum —— i ,

et fi fit y— ,, jp^ fun-

Aio z repetitur ex integratione z=zfpyd.i..

Scholioo.
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SchoHon.
141. ‘Simili modo foluitur problema

,
fi poPrto

itzr=pdx-^qdy y
debeit mpx+nqyr^a. Tum

enim ob q~^ - >
ent

~ady ^ ,
mpxdy

dz-=.—-+pdx fen

ady px/ndx mdy ady py'^ d*

- 7") = w ‘'r
’

Tode folutio praebet

tv^ ^ **»./•**

«jc^‘ ' j'" « y

Ouin etiam lioc generalius problema rclblui poteft

quo efle debet pX+?Y=A^ exiftente X fujiaiow

ipfius a: et y ipfiiis Cum enim inde fiat ,

Statui ergo dd>et

pX=/:(/¥ -/V)

.

iodeque fit

Problema 22.

i+a. Si pofito dz—pdx-^qdy debeat cflei-,

lequale funaioni datae euicunque ipfarum xtty,

indolem fundionis z in< genere inueftigare.

p % Solutia

Digitized by Googie



II<S C A P V T V.

Solutio.
Sit V ifta fundio data ipfaram x et Ttfit

q'ZZpW et habebitur dzz::^p{dx-\-V dy). Dabitur

iam multiplicator M itidem fuuftio ipfarum x et

Tt I\[dx-\-'W dy) fiat integrabile. Ponatur ergo

lA{dx-\-'Wdy)—dS y ac dabitur etiam S funftio

ipfarum x tty. Cum ergo fit dzz:.^-^ perfpicuum

eft ,• quantitatem aequari debere funftiooi ipfius S,

<juare fi ponamus fiet z-f-.S^ indcque erit

pzzMf':S et ?=MV/;S.

Coro II. I.

143. Hoc ergo cafu fundio quaefita z fiatim
ionenitur per x et y exprefla, quoniam S per x et j»

datur. Fieri autem poreft , vt S prodeat quantitas

tranfcendens
;
quin etiam vt per methodos adhuc

cognitas multiplicator M ne inueniri quidem pofiit.

C o r o 1 1. 2.

X4.4. Si V fit fundtio nullius dimenfionis ip-
farum X et>-, ent Seu pofito X-vy,
fiet V fundi io ipfius v » et

dv-i-vdy-i-Vdy).

Capiatur
^ critque

S =^ -h ; vnde' repentur

z=/:(/y^/-^).
Scholioo.
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SchoJIion.

J45. Ob pcrmntabilitatem ip&tum p et x item

f . et jf
, finjili modo fequeiatia problemata refglui

pofliinc;

I. Si debeat efle yrrxV
, exiflente V- fundione

quacunque ipfarum p et j , confideretur forma

z—px+f[qdy-xdp)—px+fx{Wdj^dp),
Quaeratur multiplicator M Tt fit

dy-dp)-dS
erit S fundio ipfarum p ttj atque .

z=px^r-i±;
ex quo colligitur haec folutio

|-/:S et i:=piyi/:S4-/:S.
,

II. Si debeat efle ympV

,

Cxiflente V fhn«5lione

quacunque ipfarum x et q. Confideretur forma

z:::^qy~)rf{pdX’-ydq)—qy^fp(^dx-Vdq).

Quaeratur multiplicator M xt fit ,•

M(dx-y dq) =dS ‘
’

erit S fun<llio ipfarum x et q et

zz=qy-^/ti^.

Quare fit

^=zf:S et z— qy-^f}^
P 3

V
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feu ob p = ^ erit
'

et « = ? M V/: S •+•/: S.

•ill. Si debeat cffe y:=:xV exiftente V fun<aione

-<]uacunque iplarum p ct q y
confiderctur haec forma J

'zr=:px-\-qY-f{xdp-\-xVdq).

Quaeratur multiplicator M Tt fiat

M{dp-i-W dq) = dS

«rit S funftio ipfarirm p et q ct

z-=:p X qy t

'vnde haec folutio nafcitur

j^z=f:S et zz=px -\-qy-f:S.

•Omnes hi cafus Imr redcuut, "vt quaternarum quan>

titatum pyXyq yjfy yd j.y vel'|- vel ^ vel f ae-

quetur funftioni cuicum]ue binarum reliquarum-

Troblema 25.

145. Si pofito dz—pdx-\-qdy
y requiratur vt

fit frpV4-U, exiftente tam V quam *U funftione
quacunque binarum variabilium . x .et j' , indolem
funiaionis z in genere inuefiigare.

S o Tu t i o.

Cum ob fit

«=p ( rfx4-

quae{
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i|aneratur primo multiplicator M formulam </x+V<^

leddeus ititegrabilem ,
fitque

• U!,dx-\.Vdy)zzdS,

«ruat M ct S fnnftiones ipfarum ** etj^-j.fictqae'

dzz=:^^^^\^dy.

Ciim iam fit S funaio ipTarum.x et inde x petj»

«t S definiri poteft qucr valore iotrodufto fient U
ct M fundiones ipfarum ct Si Nunc fumto^ S
confiante ,

integretur formula \}dj fitque.

y^U ~ T -i-/: S

»

ac pofito

dT=\5dy-\-'W dS ,
fiet

t r= W -f"/» S et * — T -H/: S ,

ficque omnia per binas yariabiles ,/ et S ejJ^rimeotur.'

CorolL K

r+v: Datis ergo binarum yariabitlum x tt y
fondionibus V et U yt fit ?crpV-l-U, folutio-

problematis primo pollulat , yt multiplicator M. in-

yeftigetur formulam dx-\-^ dy integrabilem reddens,,

quo inuento habebitur fundio S earundem yariobi-

bum X et / ,
vt fit

S =r/M( ^x4-

Coroll. 2 .
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Coroll. 2.

148. In hunc finem corifiderari conueniet ae-

quationem differentialcm </.r

,

haec enim

fi integrari. ptKcriti, fimul inde ''coiligi poteft mul-

tiplicator M
,

Tt formula ^\{dx-^V dy) fiat ve-

rum difierentiale cuiusdam fua(flioais S quae propte*

^rda-hinc ifiuenietur.
t

Coroll. 3.

149. Inilerita "porro hac 'fun<ftione S,'quanti-

. tas a: per j' et S exprimi debet , ita vt x aequetur

fundioni ipfarum y et S, quo valore in quantitate U
fubftituto

,
quaeratur integrale fXSdyzzT (pedata S

vt conflante
,

ficque obtinebitur T ‘ fundio ipfsuum

j' et S. , -

Coroll. -4. .

150- Denique inuenta hac fundione T fit

Wzr(^) vnde -tandem colligitur folutio problema-

tis his duabus formulis contenta
: ,

.^=:W-i-/:S et s= T-l-/;S

vbi cum S fit funflio ipfarum x et
,

pro z fta-

'tim reperitur fundio ipfarum x et y.

Coroll. 5.

r5i. Si U fit fundio ipfius y tantum, non
opus eft illa expreflione ipfius x per y et S , fed

T~/ U dy erit quoque fundio ipfius y tantum
,

hinc

Digitizod by Gowglc



C A P V T V. f »1

hinc W=(^)=:0. Hic autem cafus maniftfto re-

ducitur ad praecedeutem ponendo z loco z—fVidy.

Exemplum i.

X52. Si pojito dz= pdx-|-qdy debeat ^
qr:y-+-^, indolem funSims % inue/igare-

Hic ergo eft

V=|.ctU^^j
TDde ob

dx -hV dy ^d

X

trit mult plicator Mrrj', et d%zzydX“^xdy hinc

)
iicque habebitur

x = |. et U=V.
lam erit

T=/U«-=/-*^=J^ et W=rir-
Quare pro (blutione huius exempli habebimttl

t = nf+/-!S M

Iku ob S^xy erit

.*=«+ /!*/•

Exemplum s.

153. Si p(fito dz= pdx-i-qdy debeat ejje

px4-qy=:ny(xx-f-yy) ituMem funStioidt z in-

veftigpre.

VoL ni, 0.

Cum
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Cum hic fit q—-^-^'^V[xx-^vy)y erit

et V—^V{xx-i-jy). .
- "•

Ergo qnwe' capiatur M=:*

it fiat • *•. • t; . I

et S—^, .

X j'y y

Hinc oritur : 3

x-Sy et U=r« V( I rf^SS);- -":V

idcoquc pofito S conflante erit ’

, ^ . ,

T^yU<,=n^>^(.+SS) « yV=(")-^-,i
ita vt folutio noftrae quaeftionis 'fit .ij.i; :

py-:^ss)-^riS et z~ 7iyV{i + SS)+f:S.-

Cum igitur fit S=:|-
,

erit

z-nV{xx-hyy)-^f--^i ‘ -

vbi /: ^ denotat fundionem '^uamcuiique ‘
htillius

dimenfionis ipfarum x ’et^.
''* ‘ •

Exemplum 5.

154. Si pofito dz=pdx-4-qdy debeat . ejje

pxx+qyyizinxy fun&iom z indolem inueftigare.

Cum fit 4- i? erit
yy y

y = :^* et

.5
.’\
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Quare ob ^ M )

»

capiatur M rr

vt fiat • Hinc erit
' ’ ' ' '

• '

^ X y

v~S Ct X 1— ,>* y 1 —

^

ideoque ' Sumto igitur S conftante Iia-^

bebimus - ^

r n (i y —_ b
Trr/' ct

. :
i’.

.
»

W=+5^,«.-S»+'5T^,^,
Confcqucnter ob

S
— *=i2 ct I

, .

folutio praebet

...I a ^ rrJL£2 /i -i- /;
• X —y X J xy

Scholion.
% .

15 $. Ex folutione huius problematis etiam

haec quacftio latius patens refolui poteft. Sint P, Q
item V

, U fut:(ftioncs - quaecunque datae ipfaiutn

A' ct > , et quaeri oporteat fundlionem z vt fit

dz— Vdx~^(^dy-\-h{Vdx~\Aidy')
. .

feu quod eodem redit
,

fu nftio L inueftigari debet i

vt ifia formula differentialis integrationem admittat.

Ad hoc praedandum quaeratur primo multiplicator

M formulam \dx-\-\}dy integrabilem efficiens,

ponaturque </S~M(
,

vnde fundtio S
' Q a repe-
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reperietar per x et ^ cxpref!^ Ex es quaeratar

xalor ipfius ar per et S expreflUs ; et cura lic

dzzzVdx-\-(^dy-\-^-^
,

hic Tbique loco x valor ille fubflituatur ; fit antm
inde 4-F</S , rnde etiam E et F «npQ.

tefceot
,
eritque

j2=:EP<0'+Qi^-f-FP(/S+

fumatur quantitas S pro conftante fitque

T =/( E P Q.) dy erit

2 = T ,

quod quidem ad folutionem fufficit; fed ad L ia-
veniendum ,

differentietur haec exprefiio :

<f2=r(EP+Q)<0'+</S.(^)+</S/:S

ac necefie efi fiat

IdeoquQ

L= -F M P4- MC^ M/;S.
t

Ceterum ob pcrmntabilitatem ipfarum p, ar et /
etiam hinc fequentia problemata rdolut pofiunt^quae

propterea ftriAim percurram.

Proble-
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Problema 24.

i5<r* Si pofito d%—pdx-\~qdy requiratur Yt
fit Var+U

, exidente tam V quam U fundtione

quacunque data ipiarum p ct y y inueftigare indolem
fiuMaioais quaefitae z.

Solutio.
Vtamnr formula

zz:ipx-\-f{qdy^xdp)y
.

et cum loco q xalore fublUtuto fit -

/{qdy^xdp)—fV xdY-xdp-\-\5dy)

quam formulam integrabilem reddi oportet. Sit ea

breuitatis gratia > y et cum fit

d^=.x{\ dy-^dp)+ \idy

quaeratur primo multiplicator M formulam Wdy-dp
integrabilem reddens , ponaturque

dy~dp)-dSy
ficque S dabitur per y et p; Ynde p eliciatur pear

et S exprelTum y quo valure ibi lubllituto erit

U</>H

lam fumto S condante fumatur integrate

fVidy — T -t-,/ i S , eritque

= et ^ = T-V-/tS.

3 Solutio
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Solutio igitur per binas 'variablcs- j'. et S ita fe

habebit

jrrr M{^)4-M’/':S et 3=par-hT4-/:S;

vbi nunc quidem S per et datur.^

Problema 25 .

' I . ! 1 (

i$7. Si pofito dz~pdx~k-qdy requiratur vt

fit p~\y-\-\5 exiftentibus V ©t U fuuiftionibus da-

tis ipfarum x et indolem fimdionis z inueltigare.

S o 1 ii t i 6.

*
‘

•
'

• — r t - - (

Vtamur iam forma

z-qy-hf(pdx-ydq),
, <

T»

ponaturque formula ad integratiooem/ perducenda

f(pdx -ydq) — t>.

Hinc pro p valorem affumtum fubflituendo erit

d-^=:Vydx+Udx~ydq—y(Vdx—dq)~t-Udx.

Quaeramus multiplicatorem M Tt fiat

M(Vdx-dq)z=dS
ac tam M quam S erunt funfliones ipfarum xetq,

ex quarum poflcriori \alor ipfiu? ^ per a: et S ex-

preflus eliciatur , in fequenti operatione pro q fub-

flituendus. Scilicet cum nunc' fit

' fumto

1

}

i
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iumto S' conftaiitc- qikicwtUE T.—f\}dXy Ctqiie

^ = T-|-/:S, •. i -v

Tnde colligitur IV'' i : t
.

>;
et .

ac nunc quidem pro S valorem in x tt q reftituere

licet.

Problema 26.
158. Si pofito dzzzpdx 4-qdy requiratur vt

fit — Va'-1—

U

exiftentibus V et U findlionibus

quibuscunque datis ipfarum p et q, indolem funftio-

nis z in genere inueftigare.

-

'

- • - •
> ;

’
!

S o lu t i 6. !' ;
<

Hic vtendum eft formula ;

z~px qy f{x dp-\-y dq)

J[xdp-\-ydq)—'p
^
icritque pro> valorem

praelcriptum lubftituendo

d'^=:xdp-^Vxdq->r\^dq,.
,

.

Quaeratur iam multiplicator M formulam dp-\-Ndq

integrabilem 'reddens
,

fitque

U{dp-\-\ dq):=z 'd^-; '
''

!

^
"

vbi M et S per p
'q dabuntur

;
ct ex pOflcrioK

eliciatur valor ipfius p per y ct S expreffus quo

deinceps vti oportet. Scilicet cum fit

fumto



12S C A P V T V.

fumto S conftante integretur formula Hdq ,
fitqoe

l—flidq, erit hiucque

|.=:(||)4-/:S et zz=px-\-qy-’l~f:%.

Omnia ergo per p et y, vnde M,S et T cutn

dantur ,
iu determinabuntur vt fit

;K=M(g)-+-Mf:S; et

z:=Lpx-\-qy—T—f:S,

Exemplum.

159. Si pqfito dzzrpdx-f-qdy debeat 'ej^

px-l-qy=:apq indolem funttmif z inuejiigare^

Cum ergo fit

^= erit

' Vr=::=-C et U=:ap.
q r

Quia nunc elle debet

as,

capiatur M = ^ , 6tque

S = f-
et p= Sf:

Hinc U=:nSf et fumto S conflante

T :=:f\JdqzzlaSqq!t

ideoque =
• Quo-
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Q|locirca..|)ro folutione liabebitnus
: ' *

z =px+qj-iapq-f:t=Up'q-f:K
'

“
* ? * % “

Per redu(Sionem autciii ‘fupra triditam habebimus

:

^‘'t7:tqy*^Fi{qJc^iaqq).

.07 . . ,.i: 0 Ji. Schoiib‘nf
‘

kJo. Quatuor problemata haec coniundlim

cot^ide^u admodum late patent ,
atque pro formula

id-z—.pdx-h.qdy omnes relationes inter prqyX ct x
Ciompje^untur , ,in..quibus .-Ycl f ct y , Tcl p et j'

,

Trcj af et y„velpetq nusquam vnam dimenfionera fu-

erant, Ex quo Ciepe fieri poteft, Vt eadem quacftio

per duo pluraue horum quatuor problematum re>

folui polTit V vcluti euenit ,in exemplo hoc pofiremo,

in qup cum non-.folum x et etiam jr .et y,
itemquep et ^ nusquam plus yoi dlmenfionc occupant,

id ad tria praecedentia problemata rcfcrri queat, haec-

que copditio primo tantum
.
problemati aduerfatur.

^uod fi autem inter p , y , Xfj haec relatio prae-,

feribatur
,
\t effe debeat

apx^i-^qJ'.i-<^p'i-^q+fHX+ny+f:::o ,

refolutio per omnia quatuor problemata aeque in-

ftitui poteft. Verum etiam refolutiones- iude 'ortae,

etiamfi forma diferepent
,

tamen per reduftionem

• rif/. III. R ante
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130 C A P V T V.

ante expofitam ad confeofum reuocarl pofllint. At
fequens cafus latiffime pateas rcfolutioaem quoquo,

admittit , quem propterea euolui conueaieu

Problema

idi. Si poCto dz—fdx-^q4y ioter p\ f-

et X y y eiusm^i relatio detur , vt fundio quaedam,

ipfarum p tt x aequetur fundioni cuipiam iplarunv

f et j' j fundionis x. iadolem ia genere inue^gare;.

^
Solutio.. ,

Sit p fundio illa ip&rurn p et jc
, et Q

dio iHa ipiarum q et y^ quae inter fe aequales effo

debent. Cum igitur fit PrQ, ponatur vtraquc -vj,

Tt fit Prrv et Q^zrv. Ex priori ergo'p definire

Kcebit per a: et v, ex pofteriori yero q per yetvi '

quo fado in formula dz^pdx~i-qdy ^
cum p fit

fundio ipfarum x *et v ,
integretur pars pdx fum-

to V conftante fitque fpdx~K , fimili 'modo eunt

q fit fundio ipfarum j» et v , integretur quoque al-

tera pars qdy fumto v conflante
, fitque fqdyzzS f

erit ergo R~ fundioni ipfarum x et t; , et Szir

fimdioni ipfarum y et v. At fumto etiam v yar

riabili fit

dK~pdx-\-V dv et dS^—qdy+Mdv y

ynde colligitur

dz=;dK+dS-dv{V+U)
,

quae
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'

t3i

<}uae forma quia integrabilis cfle debet
,

oportet fit

Quare folut'0 problematis his dua-

bus aequationibus continebitur
: ,

. . '

^

V-+-Ur:/’:c; et a— R-4- S—

Scilicet cum p , R et V dentur per ar et v ; atque

j , S et tJ
'
per et v

,
per aequationem priorem

definitur v ex ar et y qui Talor in 'altera (ubftitu-

tus determinabit fun(fiionem quaefitam x per jc et y%
f .

*

C o r o 1 1, I.

/ Quoties ergo q eiusmodi fiindiont ipfa«

Tum p y X yjf aequari debet , Tt inde aequatio for-r

-mari poffit , ex cuius altera parte tantum binae lit-

terae ar et p, ex altera tantum binae reliquae ^ et ^
teperiantor problema relblui poterit.

'
; - Coro 1 K . 2,

•
*

• nf?. Si funftio iHa binarum litterarum p et

i]uam pofui P
,

ita fit comparata ,
vt pofita ea ~v

inde facilius x per p et v definiri pt^t, tum yti

conneniet formula

z—px-\-f{qdy — xdp)y

et euolutk) perinde fe babebit atque ante.

« .... ’
'

.

: R a Coroll.j.
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»

C o r o 1 1. j,

x6^. Simili modo fi ex fundlione-altcra Q;:v,

quantitas y facilius per q et V‘ definiatur , refolutio

cx forma
.

- - '' v ' J -

' "

’ z = qy^f{pdx-~ydq)

erit petenda., Siii autem vtrumque eupniat, Tt

tam X per p et v quam y per.^l^et v ^fioiatui:
|

vteodum erit formula: _ j

'

zzzpx^qy -fi, xdp+ydq).

‘Scholion.

t55v Pitobtema hoc innumerabile» .'complofUtur

cafus‘ in 'praec^entibus' non • comprchenfbs,; ‘ atque

etiam eius Iblutio-diuerlb miticur fuudamcbto. lute?-

irim 'tamen lbngifrime' adhuc' 'didamus ' a3'folutione

problematis generalis*^ icui hoc, capnt’<ed deftioanim

et quo in genere (blutio defideratur , li inter qua*

ternas quantitates :p , aequatio quaecunque

proponatur
;
quae autem ob defedum Analyfeos ne

fpetari quidem poffo i ridetur.. Cbntentos ergo nos^ oportet j
fi' quamnplurimos cafus' roioluere' do-

cuerimus. . autem, ri» huinsiprobiemitii>magit

perfpiciatur aliquot exempla adiui^amns^
: r:< '

• 't V
‘ -

Exemplum • i.

i66. Si pjito 'dzrrpdx-f-qdy ejfe debeat

q=5^ indokm funCtiom z imjligare.

: . c Quia

Digitized by Google



Quia hic pyX et jp feparare licet
i cum fit

ei V
,

ct ? per / iet v ita' definitui' vt

p — JL* et y=r aav < ad' 'I.iil-.j J

/ .

Ii*) r.

ideoque
-

dx— *£l* O- IJLZiJ'* aav aa •

Hiae coHigiimis-., .,

• - : aa v * T A'* • ' ^ ^
!

J /

ficque 1^—/* debet effe fundUo ipfius v. Ac pofito-

: / =: ^

~ = .Va ( ^+ ® )• .. ; : .

"

“
' Cdrt)llarl\im. •

'

'Tff7. Hitic ficillime v eliminatur , fi ponatur

f':vzz.^—c^ hineque /ivrr"^ —c^Vi , latn-; ptiar

aequatio dat ^ »

et ob
' - . -

.

3 aaz= r: av(>*-0
>

« i= ( Z ” i»*‘) (

Exem()l'uin'“2;

' ^

I«». Ji .^9 'diiiSfKVHrXidVl ‘P
q=:iV(xx-T-yy—jitp.p) imujii^an inddetn jun-

iliems z.

_ / R 3 Condi-
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• V

C A P V T vr-

Conditio praefcriptt redit ad

bhqq-;‘jfy=zxx-~aapp=.v
^

.

Tnde elicimus ’ • '

.

q-),^(.yy-^v) et p=iV(jfx-v),
* • • . • i . *

- '

Nunc vero eft
'

*
' ^ ^

fpdx-\fdx^{xx--v)i=z^^xl/{xx^^)-^J^^

—^y (*jT- ©)- j^/(a*+V Ua:

-

V ))::;R t

'fimili modo eft
' * ' ' •

Quare cum fit

V = (rv)= —Vu^-Vj

H *
-. •

•
; ,

•pjjyc**—uj

quae reducitur ad

•V* .

fimiiique modo

v=l.‘d)=+-h+ hKr+yi/r+v)y. -
' » K

vbi cum V-i-U=^/':v erit ,

• ‘
‘ ^

. . .

4Mb . . . . rr.

'

- >

(*+y {,XX—V))**
.1 ;v , . j

vnde
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ode Tator ipfius v per x tt f determiaat«ir.. E»
^oa tandem colligitur

.

4 7 ,
f-

1 ao X ff ,; S
(x+y(xx-v^y*

‘

lea

*= «) ^ +vf:v~f:v,

Tv ‘
' Scholron; i' -

.

’

’ ‘ ' ••*
i'

' - ~ .
--

xtfp. Habe folutio a formulis logarithmicis !»>

berari potefl hoc modo-. Ponatoc
.

’ -

t fit
'' '

_ {y-yy (yr-\-v')Y * ‘

(
4- V (Jfj; — V.) )*

nde V datur per f. Tum Vero' fit v— et
eb dvf':v—Y erit

fv dvf":<p — vf:v-fxv = F : / ,

ficque erit
^

_• •

vbi eft - V n

1

IV.

«— rF^;r et r**‘=
( y+V( yv4-<^ '))*'

. .

\

[x^y i,xx-v')f *

vnde
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Todc r ;et c' per i ot )» definiffi 'patcii”'

tim patet fi capiatur fore ^o’
et 2:2:p*-4-^f i

hinequep—^ a q

^

quo pado

Tp^ucjcqn^fiouJ _pra^ ftrtsRt.
;
'Ceterum^

ratio i^tuntitates logarithmicas cli^entfi maximd eft

notatu digna et in aliis cafibus Tfum amplifiimum

habere potefi. ...
'

/
• -ii, -'u- .i - 1-f r--.r.

• ' Exemplum •-

170. Si pofito idicrpdjT+qdy debeat ejjc

X’"yn=rA{/‘q’ indolem funCUonis z inuefiigare.

Statuatur ergo., ./] , ;
. .1 ^

V.
'

:n i:-

^ »

et hinc deducitur

X — j 1 “

—

i •.
*

-- - -N.

pofito Arrfl*. Vnde habebimus
• • w-t-n ' - ' «-Ut

V. V» ’ .

jpdx^
{OT+ (jLj<y* w+j*.

-
n -».

»

V’

n-ht

fqdy='4 iiLi - fY~i^- ' dv,
{n+y)a {n+y)a- ?

...,' Quocirca

' Digitized by Googie
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'iQiiocirca erit

ir̂-t-n _lrtf
**

1- ^-y
’

I-
f • / . \ .

*

p.v

(W-+-H-)®* (n-t-rja {wH-|x)(n+K)a

ita rt C. {latnamus

5j±J
y » v»»—

»

luturum llt

5rH*
fjLar

**

z=
t±j

vr '

(w-t-^i)v’ («4-yJa

Pro cafu limpliciflimo ponamus /':v=:o ct /;vrro
eritque

j, . „ ,./(«+>W » Sm5e Vi

tum Tero

]x "rh^

»^) <•«

FbL 17/. 5 Fro'

X
,

u. ±J‘

*=j:(ST5I*
" +:
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Problema 28.

ijt. Si jpoCito Jz~pdx-{-qd'jr y iattr p y q-

tt X y y eiusmodi detur relatio , vt p et q aequen.-

tur fuii<aioiiibus quibusdam ipfarum x , y et nonae

variabilis v
,
explorare cafus quibus

,
indolem funi-

ilionis 2 inuedigare. licet.

S o 1 ut io.

Cum fit p fundio iplarum Je
y j' et v

,
fpc-

datis y et V vt confiantibus
,

quaeratur integrate

Jpdx— Vy fitque fuifitis omnibus variabilibus

dV^pdx-^Kdy-^r^dv
,

vnde fi pro pdx valor fubftitiiatur
, erit

^ dz'=.d^-{-[q—K)dy—Mdv,
j *

Quodfi iam eueniat vt y— R fit tantum fundfio ip-

farum y et v txclufa Xy fiimto v conflante quaera*

tur f{q—K)dy—'P fitque deiuceps-

d^— [q^^)dy -\-S dv.

Hinc valor ipCus [q—^)dy ibi fubftitutus dabit

. dz—d?^dT-{m-\^V)dv.

quae forma quia integrabilis efle debet flatuatur

M-f-V—Z';?; eritque sraP-l-T—/:v.

Ex operationibus autem fufeeptis dantur P
,
R , M

per V .V
, / tt V

y
at.T et V per j' et v tantum ;

ac
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C A P V T V. 139

ac refolutio fuccedit , fi modo in fbrnu R non

amplius x continetur. Pari ratione folutio fucce-

det , fi M tantum per et v detur ; tum onim

txj conftante quaeratur fMdvzzL ^ fitque

<fs =: </P -h (y-R 4-N )
<J>— </L

^nique .conucniet

Tt flat

a: = P— L -4-/: J'-

Simili modo ab altera parte /yi/
.
calculam. iwi-

pere et profequi Jicet. m < 1

Introducendo autem -fun^ionem ip&rum x , /

et V indeBnitam K negotium generalius confici po*

terit: Sit enim

dK-Fdx-\-Cdy-hHdv

,

ac confiderctur haec forma :

*

dz — (p-f”F)</ar -H (y-1—

Nunc fumtis y tt v conflantibus quaeratur

/(?+F)^Ar=P
fitque , .

d?— {p-\-'F)dx-^Kdy-\~y[dv^

Tnde habetur:

dz-\-dK=:d?^{q-\-G— K)dy-\-{Yi — M)dy.

S a Quod
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'Quod fi iam eueniat vt vel ^4-G—R vel H— M,

tantum binas variabiles y tt v exclufa x contineat,,

' ccfolutio vt ante eft oftenfum ,
abfolui poterit.

Problema 29.

172. Si pofito dz=zpdx-{-qdy relatio detur

inter binas formulas differentialcs p y q ct binas va-

riabiles ar et 2 ,
vel et s ,

folutionem problematis

quatenus fieri poteft ,
perficere:.

Solutio.
Ponamus relationem dari inter p, ^ et x ,

atque hunc cafum facile ad praecedentem reuocarc^-

licet. Confideretur enim haec formula

^
9

" «X principali deriuata
;
voceturque

—— m et ^ — — n,

vt habeatur

. dy=zmdz-\-ndxietob’

? = ^ et

relatio propofita verfabitur inter quaternas quantita-

tes m 2 et a: ideoque quaefiio omnino fimiiis-

efi earum
,
quas antea tradauimus, hoc tantum di-

ferimine
,
quod hic quantitas y definiatur

,
cum ante

edet 2^. inuefiigata. Quoniam autem- ifia determina-

tio per aequationes abfoluitur
,

perinde eft vtrum.

tandem inde 2 ,,an elicere velimus.. Quodfi ergO'
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Bac rcdudlione fafta quacftio in cafus ante pertrafta*

tos incidat, methodis quoque expohtis refolui poteriL

Exemplum.
1.73. Si pojito dzzrpdx-t-qdy debeat ejje

qzz=aap ,
indolem funSimie z inuejligare.

Confidcrctnr formula. = i-* — PiJ. lam

quia ^ erit

at:eft!

r*r.dx — X*®. — r*iLl*
; erco>

J a a taa ' %aa ’ ®

Ponatur ergO'

!- *4- — ~f:z erit y zz •=JL** ; z

ex qua aequatione vtique z per x ct y definitur.

Si pro cafu fimpliciori lumamus /:z:^i-P-az erit

y-6=r(a--f-2.)s et g—

ct fumtie azzo et b— o pro caiu fimpliciflima*

erit zz= Hinc autem fit
XX

pzz-d^l ct Ergo,

t.=z^i2 ct
*. * ** *"

$ 3 CAPVT Vi:.
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CAPVT VL
D E

RESOLVTIONE AEQVATIONVM
QVIBVS RELATIO INTER BINAS FORMV-

LAS DIFFERENTIALES (}|), (ff),
ET

OMNES TRES VARIABILES x, y,9

QVAECVNQVE DATVR.

Problema 50.

»74.

S
i pofito dz^rzpdx+qdjff dd)cat cfle nz-px+qjf
iDdolem fundiionis z in genere inucftig;\re.

Solutio.

Ope relationis datae elidatur vcl p vel f:
Scilicet cum fit a— 5^ — ^ erit

dz-pdx+-jf- -tMl

,

quae aequatio in hanc formam transftindatur

dz-’'.i^=p[dx-‘-‘^)=f)d.y.

Vt
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Vr prius membrum iutcgrabile reddatur,

z
multiplicetur aequatio per i. fund,-, , ftu particula-

r z
liter per eritque Quo

z
euidens cft poni debere vt fiat

feu z-^yf-.p Vnde patet fore z fundionem ho-

mpgeneam ipfarum a: et dimenfionum- numero >

exiftente rrn.

z
Si in genere aequatio > multiplicetur per funft,

Si

erit partis prioris integralc F;-« ,
-.pro parte autem

y \

z z
altera fi ponatur ^funft.y—/':?. erit- F

:j|;

2
atque vt ante ^ aequabitur fundioai cuicunque ij»-

fiUS y.

Coroll.^ r.

175. Cum z aequetur fundioni homogoncae»

dimenfionum ipfarum x et erunt p et q fundiones

»— I dimenfionum. Scilicet cum fit z—jTfiy- zc\t

p ct q=z i
:
J.

,

,

vnde fit manifefto nz=px-i-qj.

‘

Coroll.. 1',



;,4+ C A P V T VI.

C O T O 1

1

. 2.

x*7<?. Si p et q fuerint funftiones * di-

meafionum ipfarum x et^, ac formula pdx-\-qdy

fit integrabilis feu tum intcgrale certo

exit ,
quae proprietas nonnunquam inCgoem

vfum habere potcfl.

S C h 0 1 i O n.

177. Fundamentum huius fblutionis in hoc

«onfiflit quod aequatio integranda in duas partes re-

foluatur^ quarum -vtraque ope certi multiplicatoris

integrabilis reddi queat, vnde deinceps yna quantitas

yrariabilis , cuius diflcrcntialc in aequatione non oc»

currit, determinetur. Hinc aequatio noflra

^etiam ita repraefentari potefl

xdy 1. nzdy dx nzdy

jy py

i. - ^
d.^

y
Sit ergo

—
P

% % ^ X
yiciflim^ ^

Tt ante.’

= eritque

FolTumus
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Pofllimus etiam ftatim z ex calculo elidere; cum
enim llt

nz~px-^qj> erit .

ndzr::pdx~\^qdj!-\^xdp-\“ydq.

At eft
*

ndzzznpdx-\-nqdy . -
.

.

per hypothefin
, ideoque - _ ,

• _

{n-i)pdx—xdp-\-{^n^i)qdy—yiq—0 fea

in-i)pdx _ 1)9

^

)r=oX
( JC**™~*

# * J' \ /

:r

quae reducitur ad hanc formam :

>
. ==o/fett k: '’-i

, . j - ,-i..i V-
>

m ^ •* I \

d-i----d"" y^^\x"-^\
,

Statuatur

•i»'
' '

p
'

'q '
•

'

' A
" '

erit

\ •

y. - ^

Vel pofito |-= v, fi ob “rccipr^

ponatur i

y

P y
-= _,v-

roi iii. ’ T Tt
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Capvt vl

« at
. ,

'

/: tt= — V* ,

reperietur

tt «F 1«Wv
Hinc

F'; F i' et

qziy^'f:u:=:ny^?:~ i

V.\ —V ,- •
7 -r

.
.

'
'

•

ideoquc,^

«: ' feu

t.t aate.

Problema, ju

178. Si pofito dz—pdx^qdXf. debett eflc:

^x-\r^qy^nz. iodoleiiL fundUonis. x. inueOigare.

S olat io;.

Er conditione, praelcriptai eUciatuc tt ante

m*

.ijjoae aequatio, per diuifa. dat '

. * P . »xdy
.y py

«1 p:

P/
yHp.

Quodfii
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^uod fi ergo potiamus

lu^bimus folutlonem

x‘
'

'y

« 4?

X '
I

'

At funaio ipfius reducitur ad funftionerti

•
"*

'
.

•

ipfius , Tude « etiam ita per at et > determioa-

tur Yt fit

^

” :

z=zy-^fip,
^

>el etiam

Quodfi ergo quantitates x* et Yuam dimenfio* •

nem conftituere cenfcantur , z' aequabitur earundem

fundioni vnius dimenfionis ,
ipia autem quantitas z

earundem funaioni n dimenfionum. Vel fumta

pro z funaione quacunque homogenea n dimenfio-

num binarum variabilium r et a
,

fcribatut deinde

t— et uzzj^ ac prodibit funaio conueniens pro Jfe.

T t Problema
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Problema
.
32. .

..

179. Si pofito dz:zzpdx'-\-qdy debeat eflfe

2.—p'X.-\-qY denotante 2 fundlionem ipfius z,

ipfius X et Y ipfius y indolem fuiu^iionis Z
genere inuefiigare. =v t

'
I

. I - Sol u t io.
\

*

Ex conditione praefcripta elicitur — 1!*^.

qui Talor fubfiitutur praebet

hineque
, .

*

T - ^= I r - T )

.

Ybi iam refolutio eft manifcfta. Statuatur fcilicet

critque

(/'f -/ii') ,'

ynde \alor Ipfius z per x et y definitur.

Coro 11. I.

/

1 8o. Hic ergo z ita per ar et y definiri dc-
bet

, vt fi X
, Y et 2 datae fint tunftiones figil-

Jatim ipfarum ar , ^ et 2 fiat

:

x{f:) + Y(f;) = Zi

L z . - / culus

Digitized by Google
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C ‘A P V T' VI. » 4^

cnius ergo 'aequationis refolutronem hic inueuimui
hac aequatione finita contentam : >

' =/¥+/:Ut

-

f‘iy

Coroll. 2.
.

’ • t

» >

jSi. Quemadmodum autem hic valor con-

ditioni problematis fatisfaciat , ex eius difi&rentia-
'

tione fiatim patet. Cum enim fit:

vnde fit -

Scholion.

i8a. Solutio ergo eodem modo, vt fecimus

fine introdudione riouarum litterarum p et q ab-

folui poteft
,
retinendo earum loco valores di^ren-

tiales C )
ct

( ^ ) i
Acilius autem fingulae litte-

rae feribuntur , calculusque fit breuior. Ceterum
ex hoc problematum genere

,
'vbi omnes tres va-

riabiles a'
, j et z praeter binos valores differentia -

Ics p et 9 in deierminationcm ingrediuntur
,

pau-

ciflima refoluerc licet
;

ac praeter hoc
,
quod trada-

vimus vix vnum aut alterum infuper adiungere

T 3 pote-

i
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poterimus. Vbde hic infignia adhuc calculi incre-

menta defiderafiiur. Quo autem huius problematis

vis penitius infpiciatur ^ nonoulla exempla lub-

iungamus.

Exemplum i.

183. Si poJUo dzrrpdx-Hqdy debeat ^
iz:r::pxx4-qyy, ind(dem funSlims z in genere in~

^eftigare.

Hic ergo eft 2=2«, X=xat, et Yrry/4
vnde habemus

'

/i’ = -i5/¥= -j =
quibus valoribus fubftitutis pro folutionc adipi-

fbimur :
‘

^

= ), feu

y
s=

^-yf'Ay-x)
fumatur ergo fumfiio quaecunque quantitatis

y * — ’

quae fi ponatur V erit z—
^ Jvj*

Veluti fi ponamus V=—

—

—

,

erit
y ^

2_.— l_ »_^ IL— «3'— f«— 1 )»
a y y * ~~~ xy ^

hincque 2 = ^yJrfnL ,):, » vnde fit

.12^
t, ct 7—r— '43c/"‘(nj.— (»— ,

)*)* “ ^ayf («> — ( «—

1

licque pxx^qyy=^^^^JJi=zz.
Exern*
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X,

» 5 *

Exemplum 2.

184. Si fofito dznpdx-hqdjr debent ejje-

^ ^ , Molem funStiom %. inuejligare.

Cunt hic fit

X == i j Y— ^ et Z— ^ erit

f^= lxxif^z=\jfjttf^-i=z^zx

vode folutio ita. erit comparata t

fiuc

c x=.njy -^rfiix x—yy },

non enim eft neceflc fanftionem per 2« multipli*

cari r cum ea omnes, operationes, iam per fe in-

toluac

Si pro hac fundiione fumatur a,[xx—yy) ha-

bebitur fdutio, particularis,

xz.-::zeiXX-\-{,n—a)yy ec^ z.=V {axx:-h{n:—a)yy)i

hi neque.

— /dgV— ** — «f-
e~'d»/— v(«x.*-<-i».— »)yy).

(n~«)y>
7 ^ay/ y.l «X »-M B— > )•

IcUi ^ = I et
J-
= ideoque: ^ = 5- .

Ftoblcma
'
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Problema 32.

185. Si pofito dz—pdx -\-qdy debeat elT».

qzzpT+V exiftente T funftione quacunque ipfa-'

rum A* et^ , ac V fundlione ipGirum j' et 5; ,
in-

veftlgare indolem fundionis z.
'

' ' ^

Solutio.-
Subftituto loco q valore praeferipto

,
huic

aequationi inducatur forma :
‘ ' - •*

dz—Wdj~p{dx-\-Tdy).
,

•

Cum iam V tantum binas variabiles y ti z in-

voluat
,

dabitur multiplicator M prius membrum
dz—S dy integrabile reddens

^
ponatur ergo

" ^{dz-y dy) — dS.

Simili modo quia T tantum a: et ^ continet ,
da- •

bitur multiplicator L membrum quoque pofterius

dx~\-'\dy integrabile efficiens
j fit igitur

h[dx-\-i:dy)-dKy

ita vt nunc fint R et S fundiones cognitae
,

illa

ipfarum x et ^ ,
haec vero ipfarum y et z. Hinc

nofira aequatio induet hanc formam

feu
,

cuius integrabilitas neceflario poftulat vt fit

fiindio ipfius R. Ponamus ergo
’

eritque Srr/:R

iqua aequatione relatio inter a; et a*
,
j' definitur.

Coroll. I.
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Cor oli- f.

i8tf. In hoc profa^;nfiat€ praecedens tanquam
cafus particu’ans continetur : ciwn <nina ibi eflet

2 — V .erit
, ideoqqe hniuj

problematis applicatione fafta fit T— et V—

C o r o 1 1. .
2

•187. QnanqHam autem hoc problema infinite

latius patet quam praecedens
, axdlifliinis tamen ad-

huc limitibus continetur
,
neque eius ope vel hunc

cafura fimpliciflimum zzz^py.-\-qx relbluete licet.

Scholion,

*88. Omnino eft haec forma zrzzpy-^-qx
digna notatu quod nulla ratione huAcnus cognita

relolui pofle \idetur. Siue enim iade eliciatur

, vade fit

fiue fimili modo p nulla via ad foliuionem patet

;

cuius difficultatis caufa in lioc manifefto eft pofita,

quod formula nullo multiplicatore inte-

grabilis reddi poteft
; feu quod haec aequati»

d z —^—o plane eft impoffibilis
, cum x perinde

fit variabilis atque y et z. Supra fcilicet iam notaui

non omnes aequationes dtfferentiales inter ternas varia-

biles efle poffibiles, fimulque characterem poffibilitatis

Vol. /i/. ' y ' ejJai-
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exhibui , qui pro t^i forma

</ a -b- P </ X -4- Q.<^>= o

huc reducitur vt fit

• P(»)-<i(r; )= (f?)-(J-P

nofiro iam cafu eft Prrb et ^ ,
Tude hic

charadier dat »
quod cum fit falfuin j

etiam

aequatio illa dz—^^—O cft impoffibilis »
quod

quioem per fe eft manifeftum. Verum tamen pro

W Cafu z—py-^qx folutio particularis cft obuia

fcilicet s~n(*-4-/), vnde fit pz:zq~n. Deincepa

autem methodum dabimus ex huiusmodi foluiionc

particulari generalem- crucodL

Exemplum i.

189. Si pqfito dz= pdx-4-qdjr debeat ejfe

py-hqxn^^, indolem fi^ionit % inuefiigare.
y *

Cum hinc fit 224-2-* erit
* « • >1

T =^ et

-vnde fit

I a
Sumatur ergo Mrr jr ^ Lz=ix

vt
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Tt fiat K~xx-yy
i

Quocirca hanc adipifcimur

folutioncm

:

~—f:{xx-yy) feu z-jrf-.^xx-yy).

Exemplum 2.

190. Si pcfito dzrzpdx-f-qdy deleat eji

pxx-+-qyy~nyz d^nire indolem funUionit z.

Cum ergo fit
,

erit

T= =^* et V = »/
yy y

ficque hic cafus in nofiro problemate continetur.

Vnde colligi oportet

:

dR=iL{dx-*-f^) et dS= M.(dz^^il).

Quare fumto fit et fumto
I . 2M = ^ ,

fit S=^y ideoque folutio prodit illa

:

t/

* r *-y
z =j.y:

x—r
xy '

Problema 23»

191. Si pofito dzzzpdx+qdy debeat efle

?T-i-V exiftente T funAione ipfarum x et y ,

at V fiini^ione ipiarum x et x
,
indolem fundiio-*

nis z inuefiigare.

V X Soludo.
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' Solutio.

i5tf

Simili modo vt ante fi loco p valor prac-

fcriptus lublUcuatur obtinebitur r

dz—Vdx'=^q[dy-\-Tdx).

lam ob indolem fundlionum V et T fiquentes in-

tegrationes inditoere licebit:

l\{dz-Sdx)^dS et

Tnde fit

— feu
• N w

Atque hinc fitcillime colligitur haec Iblutio :

^=/;R et S=/:R.

Problema ^4:

ipa. Si pofito d z~pdX'\-qdy debeat eCTe

jsrrJVIp-l-Ny exiflenti)jus M et.N fundionibus

quibusuis binarum variabilium x et j< ;
ex quadam

folutione particulari
,
qua confiat efla z —W, in-

dolem fun^ionis z in genere determinare.

Solutio-

Valor ifle particuferh V
,
qui eft fuTadio iplt-

xum X et y difierentietur y fitque

dWz:?dx+ (ldy^
qui

Digitized by Google



e A P V T VI. i*i57

qui valor quia' loco z fubmtirtifs fatisfacit \bi fie

fr:;P et Q,^erit per hypotliefiu'

^

V — MP-+-NQ,
lam generatim ponatur c=iV/:T fitque' <

dT ~ R-d X S dy
et nunc quaeri oportet hanc fundlionem T. Ex-
differcntiafcione autem eruimus-r

P-iU) = P/: T-l- V Rf: T et

y = (ff)=Q/-T-4-VS/:T.
Qjiare cum* fic’

s=Mj&-^Ny=-V/;T- erif

V/: (MP-HN Q, )/:T, -t-V (MR -t-N S )/: T*

et- ob V— MP-i-NQ^ per hypothefin* hiibebitur
^

MFi-p->NS=id*,' hin<r
*

’ '•

dT — Kidx-^^ty). '• '

lam noffe non bporfet K, fej Pufficit confiderari'

formulam d x — M.dy quae- ope multiplicatoris

cuiusdam integrabHis reddi poteft. Solutio ergo fa-

cillime huc redit , .ttf eX conditione praelcripta

2:=iM/)-hN7 formetur aequatio' realis^:

dT cs: R-( N dx-^ Mdy) ,'

inuento'enint multiplicatore' idoneo” R ,
per' inte-

grationem' 'teperitur quauHtas' T "qua inuenta' erit

»=::V/:T.'
' '

V Aliter.
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Aliter.
Facilius valor generaPs hoc modo inuenitur

;

ob valorem ipfius z cogn lum V Qatuatur zzz\ v ^

(itque dv — fdx sdy i
eric

pzzVv+Vr et Qv-l-Vr ,

idcoque

2 =: M p+ N ?= (M P + N 0. )
V -f V (M r-hN0= V^.

At cft V= MP-4-NQ.; ergo

Mr-t-Nx=ro leu x= -

Vnde fit

dv=r{dx- ?L^)-

Statuatur ergo idoneum multiplicatorem inoefli-

gaodo

R(N</x— erit.

ex quo colligitur

et «=/:T

Ita trt in genere fit vt ante a=V«.

Coro 11. I.

193. Propofita ergo conditione zzzMp~\~l^q

Tt fit dz:z:pdx-^qd^,&iiim confideretur aequatio

differentialis R|(N<</jc — vnde tam

multiplicator R quam inde integrale T reperitur ,
'

haecque operatio non pendet a valore particulari

cognito V. ,

CoroU. ».
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Coroll. 2.

19+. Inuenta autem quantitate T , fi -rnde-

cuique innotirerit Iblutio particulariter fatis&ciens

«rrV , erit folutio generalis z—Yf:T. Probe
autem notetur ex folutione* particulari generalem-
elici non pofle nifi condicta- praelcripta fit' huius«

modi *=:Mp4-Nj.

Exemplum i.

195 - Si pofito dz=pdx-f-qd7 debeat ejfe

*=py,-hqx ex <vahre partttulari znx-i-y genera^

km definire.

Cum hic fit M=/ et N=x

,

habebimus hanc
aequationem

K,{x dx—y dy)-^dT
f
hincque

T=fi[xx-yy)
ergo folutio generalis erit

zz=(x~hy)/:(xx^rry

Exemplum 2.

195. Si' pofito dzrrpdx-l-qdy deBeat ejje

z — p(x-l-y)-hq(y — X) ex vahre particulari

z= V(xx-f-yy) generalem inuenire.

Ob M~x+y et formula

deducit ad hanc aequationem

:

K{ydx—xdx—xdy—jdy)zzdT,
Suma-



j(o C A P V T VI

em
Sumatur Ct

. T- ydxr- xdy __ xdx—ydy
' '* KX-^-yy ^*-i-yy

T =: Ang. tang. ^-'J[xx+ jy).

Atque ej£ yalore hoc ^ttpJicitej tratiRencfentc .erit

' -zzs^y {xx -\rjy)f:T

fimulque patet nullum alium dari valorem par-

ticularem ,
qui fit algebraicus , . .praeter datura

z=.V[xx-\-yy).

Exemplum 5.

t97‘ S'* di;nipdx-l-qdy debcQt ejfe

•z=:p(ax+Py)-+-q(YX-l-^y) ex imento vabre

particulari z:=-Y i
'indolem fu»£iionis z kt genere d(~

Jinire.

Hic eft M==:tta:rf-.py ct imde

.deducimur ad hanc aequationem •

R ( ( y a-h - ( tt .V d- P/

Tbi ob formam hompgeneara ..debet e.ffe

^ ^ -y*x-»-( 4.—

—

j-r (yx^ Sy)d x— (ax-i-^y) dy
«1 4. (J — a ) xy— p y y *

ad quod integrale inueniendum ponatur yzzux

,

ac

prodibit

j —— i X f g -4~ 6 u ) d u
u X —

y

4 __ a Ju“—

p

Iit r < ——/u ,
erit T=/a:-/U

ei
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ct cnm fimaio ipfius T fit etiam funaio ipfius i

erit io genere Patet autem y
cum U

fit funaio ipfius fore U fuuaionem homoge-

neam nullius dimenfionis ip&rum • x et / , ideo-

que ^ funaionem vnius dimenfionis.

Scholion.

198. Hoc CTgo .exemplo difficultas refiat

»

quomodo folutio particularis sr=:V obtineri queat*

nifi enim vna faltem huiusmodi folutio particularia

confiet ,
folutio generalis ne abfolui quidem poteft.

Pro hoc autem cafu fidutionem particularem le-

quenti modo elicere licet
,
qui cum aliquid Angu-

lare habeat ,
nullum efi dubium ,

quin eius ope

hoc calculi genus haud parum adiumenti fit confe-

cuturum.

Problema 55.

199. Si pofito dz-^pdx-^-q^y deteat effc

yalorem particularem inueftigare ,
qui loco « fub-

ilitutus huic conditicxii latisfeciat.

Solutio.

Negotium hoc fuccedet ,
fi pro * eiusmodi

Talorem quaeramus ,
qui fit funaio nullius dimeu-

fionis ipfarum x etj, feu pofito /-«*, ^
y,uin. X
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fuii(!tio ipGus'’»' tantutil. Ponamus 'erga'

2 ±z/: M cr/:^.j‘eritque

.
/,:k = jt; at, o\y '

du = ^-?->-^ erit
X XX

dz~
( ^ — 5-^ )/'• u i

hinc

:Quibus ivaloribus '^pro p eCi;^ fubftitutis
, condida

'^praefcripta praebet :
'

•
, . • ,

'^praefcripta praebet

*s=a:(ce+p«)pH-a:(y+(5‘«)f
' - ' ......

-yndc, fit • i', u < » ,-<
, .

•

' 1* —
' ^

^
.

,
la V-f- (ff— aju— §ua:

, _

Ponamus.

r - — /Vy a)«— Pu« —
vt fiat 2 2c:V eritquei, V. yalor particularis

,
pro *;

latisfacieas,

CorolL I.

200. Inuento hoc valore V praecedentis exem-
pli ope folutio generalis facile iuuenitur. Erit fci-

Ecet 2=V/.^- exiflcntCL

d u ( g -4- P B ) d »

• u aju— Puu »-

vnde patet quantitatem U ex ipfb valore particulari

’ Y inueoiri
. poflfc.

•
-

,

•

^ .! CorolL X.
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: Coroll. i2.
• ‘

-!• . .

.
201. Erit cnimt « ' '

'

'

•

/U=:-7V(Y+(J-«)«-(5K»)+/^jr:;y;3^-

ideoque

/Uzr—// —a^«-P««)+i(a+^)/V
fiue

V + ^ )
’

U= : ; hinc

Tt fit

V(Y^-t 5 — a;«— P««)

X V ( y XX + ( S — a) xj --
)

0 -'
• ••

*
- - '

Coroll. 3.

202. Quocirca inuento valore particulari s:iV'

!• ’i

dV dtt

V •>-M 4 — «).u— Ai
exiftcntc

1 .•

erit Taior generaliter fatisfacicns

:

;

• Coroll. 4. . -

S02. Hinc colligitur alius valor particularis»

qui femper cft algebraicus
,

erit is fcilicct

a= ( ar (y ar+ 5» ( o a:
+

^

X 2 Trcl
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Exemplum i,

10$. Si pcfito dz= pdx-4-qdy deheat ejji

n 2=py—qxj indolem fundionis z inueftigare.

ComparatioQC cum forma noHca generali ia-
flituta fic

«noj S—o.
Hic ergo cafus ob « pertinet ad praece-
dentem vnde fie

^ V "l',- z= — n Ang. tang. tt.

Cum igitur iit u—^
,
forma generali» eft

s:

Exemplum 2.

20d. 6'/ pftto dz— pdx-4-qdy deheat ej/e

x=p(xHry)—q(x-i-y) indolem futv^ioms z, inuejli-

gare.

Comparatione fada fit

<t=i
;
^=x

j v=— I i J=-x
hincqne

«t Iblutio generalis eik
X

X 3 ExQOXk
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Exemplum 5.

207. Si pfto dz— pdxH-qdy Schcjt ejfe

4=rp(x— 2y)4-q(2X— 37 )
indolem fun:lmis z ^n-

vcjligare.

Cum ergo hic fit

a— i; (
3
— — 2; yrra et J — — 3

«rit primo

IV — f —.*-r* * / j — »u-f-iuu a(i — u) »1*

—

y)

et quia non efl $zz—at. folutio generalis ftatim

prodit

:

^ (aarar— + A7-4-s.rr)
z-{ixx~^x}'+ 2yj) '/:

et ob

erit

t

Vnde folutio fimpliciffima eft a;
~

Scholion.

208. Hic merito quaerimus, quo paAo hae?

folutio generalis ftatim fme adiumento folutionis

fpecialis inueniri potuifict
,

fequenti autem modo
ifta inueftigatio inftituenda -videtur. Cum fit.

p(ax+p7)=2-9(Yar-+-d» et

q[yx^-$j;)—z^p{aX’^^y)
fi
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C vccrquc valor fcorGm in forma

dz — pdx-\-qdy

Cibflituatur
,
prodibunt binae fequentes aequatione»

{a.x-\-i^y)dz-zdx-q{yx^^y)dx^q{uLX-\-^y)dy

{yx-\-Sy)dz-zdy-\-p{yx-{-$y)dx—p{xx-^ ^y]dy.

-Multiplicetur prior indefinite per M poficrior per
et produdioruin fumnu dabit

(M ( aar-h (3j/ ) 4-N ( Y )- s r’M dx-\- ^dv)
zr ( Np -M ? } ( (Y .V -i- <5>yA'- ( a a,-+ p/ ) </;-

)

•vbi iam M et N ita capi debent
, \t prius mem-

brum integrationem admittat ^ tum enim eius in»
tegrale aequabitur fundioui cuicunque quantitatis.

rCix-i-Sy^dx— )dy
J 7 X X ( j — a — ^yy *' *

quam fupra ( §. »97.) definire nexuimus ; vnde patet

illud intcgrale/fieri Manifcflum autem efl

M et N ciusmodi fundiones efTe oportere vt haec

aequatio fiat pofiibilis

a z H dx-i-s dy ...
a K{«* -l-P>) -*-Ni VJC-l-ij’

>

*. «P

feu \t membrum poflerius integrationem admittat •;

quod fi enim eius intcgrale fit —/V erit

Pro hac intcgrabilitaie ponamus y—ux^ et M et N.

fundiones ipfius u ,
erit
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Vbi integratio fuccedit fumendo M=—N«,* Tt fit

i* — feu
s «— p ua

^ ^ —/>-+.’(T—a)tt— Pui. » ' !

prorfus vt ante.

Problema $<5.

209. Si pofito dz—pdx-^qdy dd>eat efle

23:pP-f-yQ^ cxiftentc Z funftione ipfius 2 tan-

tum
, P et autem fuiiAionibus ipfatum x et y

quibubuis datis
,
indolem fundliouis z inucftigare.

Solutio.
Formentur fequentes aequationes ex propofitis:

V.dzzi\^pdxW,qdy\ M2</a*=: MpP^/x-f .

N2<^—
qnae in Tnam fummam collectae dabunt:

L «/2H-

2

(M </24-N </>- )=p ( (L+M P
)
</x+NPi/7

)

4- f ( ( L+N ) </y -1-M Qi/x ).

Vt iam pars pofterior habeat £iftorem a litteris

p tt q liberum
,

fiat

L4-MP: NP=MQ; L4-NQ
Tnde fit

LL4LNQ+LMP=o feu L=-MP-N(i
quo valore indudlo erit

r</»(MP+NQ,)4Z(Mi/2+N^)=(M?-Np)(Q</x-Pi^).
Cum
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Catti nnnc P et Q fint fundiones ditae iplarum x
et y dabinir multiplicator R yt fiat

ideoque •

'

(M P-1-NQ )-trZ (M N «/j'
)
= ^

t

Pro parte priori capiantur fundiooes indefinitae M
et N ita Tt formula integrabilis euadac

id quod femper fieri licet. Sitque .

M a

et ob

M N (MP+NQ )</

V

aequatio noftra hanc induet formam : ..

(MP+NQ)(-</a+Z(/V)=’5^<</U fea

* ^ — KZ(XP-*-.^Q.i ...
Sutuatur iam

H»— W.} p. tT
*z(XP-»-Na> • »

atque habebitur:

- V =/: U feu V -\-f\ U

Tude z determinatur per x et
-

C o r o 1 1. I.

aio. Pro folntione ergo problematis quarra-

tur primo ad formulam Qdx-Fdy muliiplicatur R
m m. Y - caT»
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teddens integiabilcm ftatuitufqao

ndc colligitur quantitts U pcr bilui Ylriabik* X

et j exprefla. • : :

C o r o 1 1. 2.

an. Deinde quantitates M et N ita capian-

tur , Tt formula fiat integrabills , cuiw

inregrale fi ftatuatur =V ftatira habetur fcdutfct

generalis problematis ,
quae dat

:

. Exemplum.
axa. Si P et Jint functiones homogeneac

imarum x et j vtraque dimetfumtit nmeri
^

JutuneiB pftblamXis peifictre.

Ponatur >'=z»x ,
et tam P qilam Q^fietpro-

dudum ex potefiate ia fito^onem quandaov

ipfius «. Sit ergo
~

P= x"S et q=x*T,
eruntque S et T fiind^iones datae ipfius u. Tum
yero 6b dy:=iudx~\-xdu , formula Q_dx^Vdj
abit in

3t^Tdx—jd^Sudx—x*^'Sdu=3t%T—Su}dx^Sx^).

Sumatur ergo

— tnde colligitur U.

Deinde
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C A P V T VI. 171

Deinde pro altera quantitate V habdumoi hanc

aequationem

x"(MS-hNT) » '

>bi iam &cile eft pro M et N eiusmodi fundionea

ipfius tt afrumere 'TC haec fiirtnula integratioi^ui

admittaL Integrale fcilicet erit

. -M-Na

al A* N jta accipi debet Tt fiat

1 K-m _ 1
.

KS-t-T— KS-I-T ““

-KKdS4-KSitt-«KdS-«S</KH-TdK-KiT

+T<^a-«dT4'(n'- i)<^«(KS+T)=o
• i

quae ad baoc formam reducitur : ,

( T - S a )dK -f- K (» S </« - tt </S -iT ) -KKiS
-t-nT</tt— ttrfT = o.

. V V

. t . < r •

Ex qua, conceffa aequationum relbiutioae cognoicitur

quantitas K ,
qua inueuta erit

'

-i -_u

Cum autcjn illa acqi>*“o difficilis - tldeatur ,

Y a pona-

)



17 » C A P -V T VL

potiatur ftatini = v ,
critque ^

.

K =I^ et KS 4-T=:^,
fnde fit

V -+- = o ,

qua refoluta erit V= i

Corollarium.
ti3. Cafus autem quo n=i liagulari euo*

lutione eget. Facile autem patet tum fumi debere

M=:— N», Tt fiat tnde poftquam

quantitas V fuerit inuenta
,

erit femper

r^=V-H/:U.
• I ’

f

Scholion.
114. Cum ternae yariabiles X,/, * fint in-

ter (e permutabiles patet hoc problema muko hr-

tius extendi pofTe. Scilicet fi conditio propoflta hac

contineatur aequatione pP-4-yQ^-+-R= o non fq-

lum fbluendi methodus adhibita fiiccedit » fi R fit

'funAio iptius z , et P cum Q fundiiones ipfarum

X et j' ,
fed etiam fi fuerit P fun&io ipfius x et

Q et R fundiiones i piarum 7 et 2. Tum vero etiam fi

fundiio ipfius 7, at P et R fuiidiiones binarum reli-

quarum X et z. Haec vero conditio cum ante tradiatis

eo r«.d;t» vt binae formulae difierentiales p q fint a fe

inuicem feparatae, neque plus vna dimenfione occupent,

etiamli
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C A P- V T VI; » 7 «

et his eafibas ingens reftridlio accedat.
'
Quodfi

< * autem conditio magis iit complicata iblutio vix

- Tnquam fperari poffe. videtur , iaterim tamen cafum

eiusmodi proferam, quo folutionem expedire licet.

Problema-
‘ 5/.

'' *•

— ”
J

. ;

ti5. Si poiito dz—pdx-\‘qdy'i/Ai^t efla

y n: A p" z*

,

indolem fundioais: z in genere inueiligarei.

S o I ut io. '

j

Poiito hoc valore loco q habebimus

:

. ,
• dz=:pdx-\~Ap*x^y^z^dy ,

tnde fit :
‘ •

- /r ^ ,

Aj^dy—p~*x'^tr~*[dz-^pdx). •

Ponatur^p“"jr^a~’;:=r vt iit
' '

^ »_

p-=zt * X * z * eritque

• i
*—

«

_f
kf^dy-=itdz—t ' X *z * dx.

Statuatur porro
' ’

f n

fcu rr=a*— *»•”* erit .

» _ ^
Ay^dy=:i^'~‘z*T‘dz~^ux * dx.

.

Y 3 lam
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C A P y T T VL*^) 175 T

pofteridri tutem • \ •,
; , '

;

j^x • =/jr, „
•

^

quos valores in folutionem introduci oportet
V ' -•' i - ... r

.

:
.

Exemplum,

ni8. Si pojito dr=pdx+qdy Jebeat effc

pqxy^az, feu q=^ , fundionem t inudare.

Erit ergoi “
\ . ,

dz-pdx-\- feu [dz-pdd).

Ponatur f

^= r feu p= e*it^
••

<;

,-V'

Statuatur porro

1 1 z ^ u u &\x t

xt fit
t

'7 — V » * *

et quoad fieri potefi integrando:

aly—iuVz—uulx-^fdu{zVz-^iulx) - /

ita Tt iam pofi fignum integrale xBicuni difieren-

tiale du reperiatur. Pofito ergo ,

- V x-^zlx zzfiu on%

zlj:ziuy z—uulx~%f:u^iH^ix-^94tfiu~zf:u,
Pro
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C A P V T VI.i*7d

Pro cara fimpliciffimo famatur f.uzzo et /:»r:

erit »— ideoquc

- /„ » * _ * — * . . . V . .

.... ,

ita vt pro cafu 'fimplicifliino (it x—alx.tj»

• •

Si ponatur

f:u:pule et /: «= 1 « « /c erit

'V z
r*-iTe

•— JL* et

z I JCz I * _ ‘ — I •— lex {lex fi {lex fi 1 e » * '

ita Tt fit

'

a ly {Ic ’-\-l x)

,

magis generaliter autem* erit l r_; •
; s

x=zaOb~\-Iy){lc-^lx), -
.

Scholion.

2 19. Methodi haAenus traditae haud medio-

criter amplificabuntur , fi loco binarum variabilium

AT et
,
quarum functio ede ~ debet x binae < aliae

variabiles r et « introducantur
,
quarum relatio ad

illas detur. Ita fi 'z fit fundiio binarum variabi-

lium x et y vt inde prbdeat ' *
'

x

• d z±:pdx-¥ j' "• ^ ^
;

>'
•

•'

r -

. . V

ac loco X et aliae nouae variabiles r et 0 intro-

ducantur
, vt iam difierentiatione inftiuita prodeat

' dx':=.rdt‘^rdui-*.\:^-
? quae-
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C A P V T VI. *77

quaeritur quomodo r et x per p ti q dctermincn*

tnr
,
pro relatione iutcr prifiinas \ariabiles x ^ y et

nouas / ct a Ilabilita, Hinc ergo tam x quam y
certae cuidam funtSioni jpfarum r et a aequabitur,

quae cum detur fit

dx— ?dt et dy—Kdt-\-Sdu

,

ita vt fafla hac* fubflitutione z iam fit fundlio ipfa-

rum t et a. Cum igitur eflet

d z — p d X -i- d V -

.

ent nimc

dzxz{?p~{-Kq)d(-{-{(^p-{-Sq)du.

Eft vero per hypothefin

dz — rdt + sdUf *

vnde habebitur

r~?p~{-Rq et J— 4- S

Qiiare fadta hac fubftitutionc valores difFerentialcs

noui ex praecedentibus ita determinabuntur vt Iit

Vnde etiam' cum fit vicifiim

Qr— Px=(Q^R— PS)? et Sr—Rx=(PS—Q^R)p ,

concludimus fore

rdz\—
(H)

«

/dz\— s a
'J*/ ps— ps— 0.»'^»
/dx\— -g L.

Uy/— PS —"gR^d PS—gR 'dur

VqI III, Vel



178 C A P V T VI.

Vel cum X tt y perinde ac z fint funiUones ipft-

rum / et tt haec relatio ita exprimi potcll , vt fit

Hinc efficitur, vt quae problemata pro data quadam

relatione inter p , q ,
x y y y z relolui poffunt , ea

quoque pro relatione inde refultantc inter r
, x ,

'aifcuDtur

,

tur ; ex quo non contemnenda fublidia in hanc

Anilyfeos partem inferri poflent ’y fed quia vius

praecipue in formulis differentialibus fecundi graaus

fpeiffatur, his non fyhus immorans ad eas euolucn-

das progredior.

CALCVLI

Digitized by Googie



CALCVLI INTEGRALIS
LIBER POSTERIOR.

PARS PRIMA
S E V

INVESTIGATIO FVNCTIONVM DVA-
RVM VARIABILIVM EX DATA DIFFERENTIAUV^

CVIVSVIS GRADVS RELATIONE,

SECTIO SECVNDA
INVFSTIGATIO DVARVM VARIABILIVM

FVNCTIONVM EX DATA DIFFERENTIALIVM

SECVNDI GRADVS RELATIONE.
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f

v.*rv,*r
4»

4»^ ^4»

^*nc J?*
-•T i >!»'<’

jAjA ***

CAPVT I.

FORMVLIS DIFFERENTIALIBVS
SECVNDI GRADVS IN GENERE.

Problema 58.

aao.

S
i z fit funftio quaecunque binarum variabilium

X et _y, eius formulas- difierentiales (ecundi gra-
dus exhibere.

Solutio.
Cum 2 fit fiindio binarum variabilium arct^

eius diferentiale huiusmodi habebit fornjaoi
*

d z=ip d X+ q dy ,

cx qua p ct q fuQt formulae' diflcrentiales primi

2 3 gradus,
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x8a C A P V T I.

gradus, quas ita denotare folemust

Cum nunc fmt quoque p et q funftiones ipfanim

ar et y ,
fi)rmulae differcntialcs inde natae erunt

fonrulae difftrcntiales fecundi gradus ipfius z,-vndc

inielltgitur quatuor huiustnodi formulas nalcic

(H)i (^)i (ii)i di)
quarum autem fecundam ac tertiam inter (e con-

gruere in Calculo differentiali efl demonflratum. Sed

cum fjt p— (j^)j fimli Icribcndi ratione erit

cuius fori pturae fignificatus hinc fponte

Patet. Deinde eodem modo erit )i

atque ob q:=:(^) habebimus

z con-

grauus ,

Quia ergo cft , fundioni

veniant tres formulae difiereiitiaks fecundi

quae (unt

:

/ddz\. ( ddz \ a».
'

1 dl? / » V STSJ^

)

1 -Ty j-

'Coro 11. I.

221. Vt ergo fuiuSio z duarum variabilium x
et ,y duas habet formulas di&rcntialcs prnni gradus

ita habet tres formulas diSerentiales focundi gradus

(r/)i (ct;)«
CoroU. 3 .

Digitized by Googlc



C A P V T I. X83 .

C o r o 1

1

. 2.

222. Hae ergo f<)rmulae per duplicem diffc-

rentuuionem oafcuntur,. rmcain tantum quantitatem v

pro variabili accipienda. In prima Icilicct bis ea-

dem X Variabilis fumitur, in fecunda vero in altera

differentiatione x, in altera autem variabilis acci-

pitur.^ in. tertia autem bisj'.

c o r o 1 1. 3.

liilicct f

/ d^z \ . / d» z \ , / d* jr \ , ( d^z \

'd-L* ' ^ ' d^^jy / ^ ' d X dy* / ^ ' ^yS '

quarti autem gradus quinque
i

quinti
,

fex. etc.

S C h O I i O n.

224. Formulae hae diflferentiales fecundi gra-

dus ope lubftitutionis faltcm ad'tonnam primi gra-

dus rcuncan podunt. Veluti formula
( ) , fi

- ponatur
( ^ ^ p , transformabitur in (‘si); for-

mula autem ( ) eadem fubftitutione in hanc

(j^)- At pofito formula
{

trans-

mutatur in hanc l ^ ) , formula autem
(

)

in

hanc
(
~

). Vicifiim autem vti cx aequalitate

p :z.
)
deduximus

ita
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ita ex his vltcrius progrediendo colligemus;

• fiLlLl — liJp)— f \
djt»/> 'dxdy' ' d *' d j ^ » d>* / Vdzd^* /*

Tum vero etiam fi ponamus hinc fe-

quentur irtae aequalitates

( — ( JA^\ Af ( N —fddav
Vdx*-'— ' dxdy I —

^d‘^* l'

Hicque eft quafi nouus algorithmus
, aiius princi-

pia per (e ita funt manifella, vt maiore illuftratione
non indigeant.

Exemplum i.

225. Si zzrxy eius formulas differentiales

fecundi gradus exhibere.

Cum fit

{ d, ) —

y

et c ^ ) — X erit

(d^') = oi fd^dy) = i et (^*)=:o.

Exemplum 2.

‘S’/’ 2~x’"y’’ eius formulas differentia”
Jes fecundi gradus exhibere.

Cum fit

et (^l?)=r«arV-' erit

Exem-
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Exemphim 5. . .

»27. Si fit t fitu famulat

£jferentiales fecundi gradus exhibere*

Cam' fit .

kx^yyi ' ^ y ( le x%.yy

)

'ddz

IjT-)

erit

yy
' »! !

^ -ddz
« < 3I5T>:

—xy

kytx-\-y3l

XX

V

i: j'

ddz
(77>-=s—

r

r {xx-\-yyf

. 1 ; : >
,

.
' Scholion. -

3 a 8 ,
Qpe^lad^lodum binae formulae diroren*

tialc6 primi grados uiiu^ue fon(^ioais z iu fiioC

comparatae , Tt fit

et integrando . .

itii qiuqw w fp^nuili; ^HQdi

Tres igitur formulae fccup^i gr^u» ftniper ita funt

comissatae Tt ^geminam . integratioaem fsafibeaot i

m ^ ^
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fi fcilicet cum differcnfialibus dx et dy rite combi-

nentur
,
haecquc proprietas quae probe notetur , ia

fequentibus infigoe adiumentum afferet.
“

Problema 59.'

^ ‘^229. Si z Ct funaio-bmarum -rariabilium x
et y ,

loco -jr et j iqtro^ucantur binae nouae varia-

biies t et « 7 Ita tt tara^ x quam j aequetur certae

fiindioni ipfarum t et u ,
fbrmuks difi^entiales fe-

cundi gradus ipfius at refpedtu harum nouarum xar-

riabilium definire. >” #

Solutio.
» - > I.»

Quatenus z pdr^x et 'y> datur, datae font

eius formulae diflerentiales tam primi gradus {^)

,

<3>),.quam fecundi gradus
, (J|«)

,

ex quibus quomodo formulae di^entialcs refpeda
nouarum variabilium t et u determinentur definiri

oportet. Pro primo gradu autem cum fit

quia tam x quam y datur per / et a erit

quibus valoribus ifubftitutis habebitur ipfius z difle-
reutiale plenum ex variatione vtriusque i et a
ortum :

“
.

‘ '

• Qnodfi
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C A P V T , I. . 187

Quodfi iam vel fcia variabilis flimatur
,
vel fola

u ,
prodibunt formulae diflterentiales primi gradus

:

Simili modo vkerius progrediendo ,
di&renticmus

focmulas
I ,

primo generaliter , tum vero loco x et y etiam t

et u introducamus; hlncque’ nancilcemur ;

'<“)=(?,)(S)+(SKS)

!

TOde poterimus IbimuUs et (|-p. pro .ijetiebi.

litate' tam folius n quaratfolius « ..adignare ;
faUcct

cum fiti • i
‘

• L - »

(fr)=P<S)+«(B) « (n)=P(H)+«(r.)

inueniemus:
’

(
^)= tS? )(£)+(§’( S 5 (

S

+(5r)(SH'4)+(?.X2=)(^>+(3^)'SK^)

(S)=(ff )( = )+ (

A a a CorolL i.
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I 8 i C 'A P V T I.

C o rol L I.

230 PropoGta ergo conditioae quadam iuter

formulas dlfferedtiales fuDifhoais 'z quatenus per

ariablles t tt '

u

definitur, eadem rondicio pro

eadem fun^ftione z transfertur ad alias binas vatia-

biles X et / ,
ab illis vteunque. pendentes^

CoTblL' '

43 X. 'formulae' quideih •

^r r et 'u exprlmiintur , ex' iclatioBe , quae iater

X y jr tt t
i u aflunnitur veemn indidem caedem for-

mulae ad variabiles x et j' reuocari poflium

Scholion.

'232, Quemadmodum hic Varldbflitas qnanti-

tatum t ct 8 per 'formulas difierentiales ex variabi-

libus X et ^ natas efi exprelTa
,

ita viciffim li va-

riabiles i et 8 proponantur , ex quibus certo modo
alterae x et y determinentur, fequentes reduAio-

hes' habebuntur, &da tantum variabilium permuta-

tibue. Primo icilicet pio formulis primi gradus

Pio

I

1
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Pro formulis autem differentialibus fecundi rgradus

:

)=(S )( g ) + (S T( J ) + ( ^ )’ (•';#

)

+(£)(g)(^)+(£)(«)(£)+(£H|HS

)

ipf= ) -t- ( ) ( £ ) +J %
+»(^)(r;)0+(|r(g>

»

Tbi deiermioatto litterarum tctu per alteras x ctjr

confiderari debet. Quoniam fbilicet in conditionibus

praefcriptis binis variabilibus a: et ^ vti folemus,

earum loco alias- quatcuoque / et u introducendo

,

loco illarum formularum difierentialium has nouas

formas ad variabiles r et u relatas adhibere poteri-

mus , vbi' deinceps relatio inter variabiles x t J et

r y « ita e(l conftituenda, vt qoaeflio folutu &cilior

enadat -Pro variis igitur huiusmodi relationibus

exempla euoluamus.

Exemplum i.

233. Si inter variabiles x ^ j et t, u baee

relatio eanftituatur ^
vt Jit -

t= ttx-i-(3 y et urryx-pJf,
redu^ionem formularum differentiabum exhibete.

A a 3 Cnn»
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Cum fit

' 0=Pi (i-x)=Vi

hincquc fbrinulae pro fecundo gradu euanelcant j

habebimus pra formulis primi gradus

pro formulis autem fecundi gradus;

' (“f.)=<.<c(^#S-)+a«Y'(TO)4-VV('-s?-)
'

'

• (“y=«|3(ii?-)+(n5+Py)(^T^)+V^(“.^

(4i^0=pP(4^')+apd(“l)+JJ('^).
'

CorolL I.

234- Si firmatur u~Jx-\-y erit

I*— I, [3zro, 'Y :iz i ^
5 — i, erit

' (j|)=( 3i)+lrP . (Sj)=<?.) ““l"

t

/ ddz \— / d d» \

C
.

Corel 1. 2.

t

43^. Etfi ergo hx efi t=x tamen non eft

cuius rei ratio efi, quod informa (j|)
.

*
'

- quan-

\
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qnantitas y fumitur condans
, hi (j^) vero quanti-

tas u—X+y^ id quod 'in genere nota(Te iuuat
, nc

ex aeqdalitate J—x 'ad aequalitatem forraulajram (^]
eV(^) concludamus.

’
•

‘ '

Exemplum 2. .
.. ;

23<J. Si inter variabile

r

t
, u et x

, y haee
relatio cot^huatur. vt fit ticrax" et uzr(3y*, redte^

dionem exhibere.

\ Hic ergo erit
. . , .

‘ " "

Vnde obtinemus pro formulis primi' gradus r^. >

(43)1 C||)=»(3y-'(J2) •-i

pro formulis ‘autem’. fecundi gradus: ..

(|^)=»(w-xy«^'^*(^)rhw«aax*—*(|^»)

io quibus formulis, iam loco ar et y earum valoret

per I et 0 induci debent.
' '

ExeiD'
y
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Exemplum 2*

«37» Si inter variabiles t ,
u ^ X* J haee

teiatio conjiituatur vt jit xmt et jformuJarim

differentialium reduQianem exhibere.

Cum fit izz:x «t cxk.

( ^ ( 35 ^
^ ® ’ •

' '

Mmvyie {(Uinul«e muoluentes dde euanel^t Porro

C^)= «i'(H)=j=N<Sj)=;-3 = "r

yude ptQ formulis primi gradus habebimus:

pro formulis aurem focnadi *gndus:

Exemplum 4,

438. Si inter variabiles t, « et X, 7 ben,

relatio corjiitmtur
, vt Jit t—e* et u=:e*y

, feu

x=lt et
> reductionem formularum differentia-

Mum exbibere.

Hic
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193

Hic ergo eft

Deinde

tum vero •
'

'

Quare pro formulis primi gradus habebimus

:

(r:)=‘(r,)+“(it)i :
<

•
. ^

* ... I . *

Pro formulis autem fecundi gradus: -> j

(|^')='(E>+''(iOT-:)+"<(s^)

(^)=»»(nf>
Scholion.

239. In formulis generalibus §. 231. datis,

aflumfimus valores variabilium t et"u per a: et y

expreflbs dari , et vniuerfa euolutione ftda tum

demum pro x et _y variabiles t et k reflitui. Com-

modius ergo videatur
,

fi flatim variabilium x et y
valores per / et tr exprefli habeantur ,

verum inde

valores formularum (^), (|) etc. nimis complii:

cate exprimerentur, quam vt eas in_ calculum^ intro-

ducere liceret. Scilicet fi x et ^ per t et « den-

Vol' III. B b tur»
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C A P V T L* 94-

cur
y

inde fit

ac forntjulae (ecundi gradus multo mag's proditurae

funt perplexae. Quouis ergo calu, quo huiukmodi,

redudlione vtendum Tidetur ,
coniedura potius

quam certa ratione idoneam variabilium immutatio-

nem colligi conueniet. Alia \ero etiam datur re-

dadio faepe infignem vtilitatem afferens dum .

ipfius fuiidionis z quaefitae forma mutatur
y veluti

H ponatur z~WVy denotante V fundiionem datam

ipfarum x et
,

ita vt iam v fit fundio quaefita
;

quin etiam haec noua quaefita v alio modo cum
^tis implicari potefl.

Problema 40.

240, Propofita fundione z binarum variabi-

lium X et y ,
ac pofita sinPv, ita vt P fit

data quaedam fundio ipfarum x et y ,
formulas

difierentiales ipfius z per formulas difierentiaks no-

vae fundion.s v exprimere.

Solutio.
Cum fit z— Pv ex regulis difierentiandi tra-

ditis habebimus primo formulas difiercntialcs primi

gradus

:

(fl)={g)«+p(S) « (g)=(g>+p(g)-
Atque
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Atque hinc deinceps formulae differentialcs fecundi

ordiniS ita prodibunt exprefilic :

(a;)=(^)'’+(£''|)+(|)(s)+P(£p.
'

(^)=(g^)®+=(g)C|)+F(J>-)

\bi cum P fit fundlio data ipfarum x ct j y
eius

formulae ‘diff-rentiales fimul habentur.

Coroll. I.

puta X
24.1«

tum

(f-l)+x( ijy

(

d d Z \, rMf/Jtiw . f d dn \

ajujf/'

/ d Z \

' AJ* '

X(J^) tum

d )

d d ;> \

a xdy'

Coroll. 2.

142. Transformatio haec easdem rariabiles x

et y ftniat et tantum loco fiindtionis ai -alia -v in*

troducitur ;
cum ante manente eadem fundtlone ' a

^

binae variabiles x et >' ad alias t et u fint reduftae.

Ex quo hae duae transformationes genere funt di^

verfae. >

Bb s ‘ Scho*
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Scholion i.

S43. Cafus fimplicior fuiflet , fi per adJitio-

ncm pofuiflemus scz:P-f-v, vt effet P fundtio

quaedam data iplarnm j: et ^ ;
verum tum trans-

formatio ita fit obuia , vt inueftigationc non in-

digeat : eft enim manifefto

(jf )=Cjf)+(r:)i
/dd*\__/dap \ I f d<iv \

/ d d* \ / d d P \ i / ddv \

^ <j X d> / \ d X dy '
’

' d xdy

'

jr)+(^)-/ d d X \ ^
V ^yX f \ ^

Neque vero etiam formas magis compofitas euolui

iiecefle eft, vcluti
,

fi ponamus 2r=y(PP4-t’<i;)

,

quandoquidem talia forma vix vnquam vfum foret

habitura.

Scholion 2.

244.. Praemifiis his principiis et transforma-

tionibus
,
negotium aggrediamur

,
et methodos ape-

riamus
,
ex data relatione inter formulas difieren-

tiales fecundi gradus
, et primi gradus

,
itemque

ipfas quantitates principales , harum ipfaruiu rela-

tionem inueftigandi- Hic fcilicet praeter ipfas quan-

titates X
y y ,

et 2 , earumque formulas differentia-

ks primi gradus (^) ct (^) coofideraitdae veniunt

tres formulae differentiales fecundi gradus (^){(^)
(d>*) quarum vel vna vel binae

, vel omnes

Cres ia relationem propofuam iogredi polTunt ,
vbi

' - ‘ ' in
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infuper ingens diferimen formulae primi gradus

,

liue in relationem ingrediantur
,

fiue fecus , confli-

tuunt. Non folum autem nimis longum foret omnes
combinationes vti in praecedente fedionc fecimus

,

profequi
,

fed etiam defedlus idonearum methodorum
impedit

,
quo minus flngula quaeflionum huc per-

tinentium genera percurramus. Capita igitur per-

tracfhnda ita inflituamus
,

prout methodus (uluendi

patietur , ea
,

vbi nihil praeflare licet penitus pra«-

tenniffuri.

T—

. i ;!
•

'
‘ Bb3 'CAPVT



19* ) c? cr?t<-

CAPVT II.

DE

VNA FORMVLA DIFFEREN-
TIALI SECVNDI GRADVS PER RELI-

QVAS QVANTiTATES VTCVNQVE
' DATA.

Problema 41.

245.

S
i z debeat efle eiusmodi funAio ipfamm x ct

vt formula fecundi gradus (^.-), aequetur

funcaioni datae ipfarum x tt indolem fonftionis a
inueaigare.

Solutio.
Sit P funftio ifla data ipfarum x tt y ^ ita

Tt efle debeat = Sumatur iam y con-

flans ,
et cum flt

‘'•(H)=*(4I?) «it

vude integrando prodit

(J|)=:/-p^ar + Con(l

Tbi in integratione fVdx quantitas y pro conflante

halatur f
et conflans adiicienda funtflionem quam-

cunque
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cun;]uc ipHus y deootabit
j ita vt hacc prima inte-

gratio praebeat

Nunc iterum quantitate y vt conflante fpedtata erit

dz—dx{^/^) feu dz—dxf^fdx+dxf-.y

vbi cum fVdx fit fundio ipfarum .v et y, quarum
haec y couflans afliimitur, integratio dciiuo inflituta

dabit: '

Z—fdxf?dx-\~xfiy-\~Y:y

quod cfl iiuegralc completum aequationis difFcreiitio-

diflR;rentialis propofitae, (^)— P; propterea- quod

duas, fundiones arbitrarias f\y et F:y compleditur, >

quarum vtramqne ita pro lubitu accipere licet
,

vt
etiam fundiones dilcontipuae non excludantur.

Coroll. 'i.

'

. .
)

24tf. Quodfi ergo proponatur haec conditio
(j-i/)= o eius integratio completa dabit

z =zxf;y :y
'

• . * • ^
f

'

oh Prro, epius veritas ex diflferentiatione perfpici-

tur, vnde fit priipo (jDzr/y^jtum vero

Coroll. 2.



ftOO C A P V T IL

C O r O 1 1. 2 .

247. Eodem modo in genere intcgrale inuen-

tum per differentiationem comprobatur. Cum enim

inuenerimus

fdxf?dx->rxf'y 4- F ,

prima difierentiatio praebet

Cr,)=:f?dx-\-f:y,

repetita vero (||^)=:P.

C O r 0 1 1. 5 .

24S. Simili modo fi haec proponatur condi--

tio — Q exiftente Q. fundione quacunque

ipfarum x et _y ,
intcgrale completum reperitur :

2 z=fdyfQdy-\-yf: v+ F :ar

vbi in geminato integrali fdy/Qdy quantitas x pro

conflante habetur.

Scholion.

249. Hinc ratio integralium completorum
,

quae ex formulis diffcrentialibus fecundi gradus na-

fcuntur , in genere perfpicitur quae in hoc efl fita,

vt duae fundliones arbitrariae inuehantur
,

vbi ite-

rum notandum efl ; has funifliones tam difeontinuas

quam continuas efle pofle. Nifi ergo per totam

hanc feftionem integralia duas hiiiusmodi fun(fliones

arbitrarias inuoluant
,

ea pro completis haberi ne-

queunt.
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- qnearit. Quotiesomque enLm problema ad huius-

modi aequationem (|^)— P perducit, cius indoles

femper ita eft comparata, vt tributo ipfi x certo

quodam valore a:—a , tam formula quam ipPa

quantitas z datae cuipiam fundirioni ipfius j' aequari

poffit. Quare fi tam iutegrale /P^/x quam hoc

fdxfPdx ita accipiatur, vt pctfito x^a cuaiiefcat,

«it pro eodem cafu x=za, valor

(Jf ) =/-‘^ et a = af-.y F xy ,

vnde ex problematis natura ytraque futuflio f:y tt

F -y definitur. Haec autem applicatio ad omnes
cafus fieri non poffet, nifi integrale completum ha-

laretur; quamobrem in .hoc praecipue eft incum-

bendum , Yt omnium' huiusmodi problematum in-

tcgralia completa habeantur. Ceterum hic in per-

petuum monendum duco
,

quoties huiusmodi for-

mula integralis fPdx occurrit, femper folam quan-

titatem X variabilem accipi effo inulligendam'; fi-

quidem fi etiam y lariabilis acciperetur , formula

fVdx ne fignificatum quidem admitteret. Simili

modo in formula fdxfPdx intelligi debet, in vtra-

que integratione folam x variabilem affumi. Sin

autem talis fotim'fdyfVdx occurrat, intelligendum

eft integrale f?dx ex variabilitate foliiu x, colligi

debere
,
quod fi ponatur — R ,

vt habeatur /Kdy,
hic iam fola y pro variabili erit habenda.

I

Vol lU* Cc Exem-

V
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Exemplum i.

a 50 .
Quaeratur binarum variabiTium x et J

ntumodi funl3io z vt Jit -jji- )
•

-i-

Cum hic fit P—

^

f?dx=i^ ttfdxfVdx:=^^y

ficque habebitur et prima integiauoae s

^ I* )
— 4-/ty ,

ha n polito x=^d ,
formtrta feiK^iom cuicun-

que ipfms^ aequari ^®t
. ^

cuiuscunque ,
refpoodenn aWciflke y. T

altera integratione rnftituta , wit

,„i Talot «ru *t=.

ipGus ^ aequari poteft.

Exerapltitn 2.

iiutmodi funUh z vt Jit (-^}-^v(«x4^5P

Ob P=^;
«X —)

ark

JVdx=a^{,xx-)ryy) »
ctJVaX=ar t *

fdxf?dxzzaldxV{xx^yy)-*oxV{xx^ry)
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Tnde prima integratio praebet

:

{j^)—ay altera veto

z-\axy{xx
)+ iw /(X+y(xx+j^y)}+3ifiy+?:j.

Exemplum 3.

a 5 2 - (feratur binarum variabilium x et J
eiumodi funaio z , vt /itJ » / \ dat» / V(aa— as— 7>)

Cum fit P=r- ent'V(aa— sx

—

pdx-=. Aog. fin.
j

.

jum vero

Jixpix
^

Quare integratio pritna praebet

:

(3-s)=Ang^fi°-yr?I^) +/=>

Jiincqoe ipfa fundio quaefita erit

x-x Ang. fin. +V ( aa-xx-jj )+xfiy+F \y-

Exemplum 4.

253. Quaeratur binarum variabilium x et j
eiusmodi fun£tio z ^

vt fu {^j^)=i:xfin.(x-i-y).

Ob P— xfin.(x-H') » «it

f?dxzifxdx^m.[x-\-y)~-xzof,{x+y)-\-fdxcQl[x-\y)

- «<oC (X J 4- fiU' { +/ )•

• Cc 2 Tum

/
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Tum Tero eft

:

fj')+coC(jc+>) •

idwquc

/dxf?dx -’-i2.co^.[x-\-y)—x fin. ( .v+j/ ).

Quocirca ambo noftra iategralia erunt

(f?)=fin.(ar+/)-j;cof.(j:+j' )+/:;' et

zzzz—

2

cof. (

X

+7 )— fin
.
( jc +jf )+xf:y+¥

Problema 42. ‘

.

2? 4, Si z debeat efle eiusmodi fuadlo Ya-

riabilium a: et ^ ,
vt fit

exiftentibU'. P et Q funaionibus quibusuis ipfarum

X et / , indolem fuadionis z ia genere inueftigare.

«

^ Solutio,
!

Ponamus hic (||)= v, vt fit (t^)=Cj|),
erit nofira aequatio integrauda:

fpeactur ergo fola x vt variabilis^ et ob dvzdx(^)
erit

dv — ? vdx~\-Q_dxi
quae
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quae per multiplicata et integrata dat:

ideoque , , ...

( i? )
= ' <* */y.

Retineatur fola jc variabilis, fpeftata y vf conflante

et ob dzzzdx{^^) erit - -

quod ob binas fundliones arbitrarias /rj' et’^Fy' *eft

integrale completum. • m

CoroII. I.

255. Problema hoc multo latius patet prae-

cedente ,
cum conditio propofita* etiam formulam

primi gradus (|^) inuoluat
,

uihilp vero minus fo- .

lutio feliciter fucceflit.

Coroll. 2.

i

255. Hic ergo quadruplici integratione cft

opus, primo fcilicet
,
quaeri debet integrale. f?dx ,

quod fi ponatur -IK quaeri porro debet integrale

fgJt<i*dx=:fKdx
j

quodfi ponamus =S , reflat integra^

/Rdx/^^=fd S/3^,

Cc 3 quod
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quod abit in

Sf^^ -/SAJ* ,

ita vt inruper hae duae formae integrari dekaot

C o r o 1 1. 3 .

157. Eodem omnino modo relbluinir proble-

. ma ,
quo efle debet

fi p et Q, fuerint fundiones quaecuoque datae ip&-

rum X et j. Repetitur enim :

Exemplum i.
' ^

- 258. Quaeratur binarum variabiSm x at y
tiusmodi fundito z

,
vt /tt

Pofito /umtoque folo x Tariabili,

erit il——, iddoque cuius integrale

fiac

laiti 'kerum fola x pro vaTiabili habita , erit

d z — X* dxfiy

cuius integrale etioipletum tft;

Cafu
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Cafii amem fcu erit

Exemplum 2.

259. QuMratur binarum variabiBam x et f
eiumodi funaio z , vt Jit

Pofito fumteqite fol» x vaciabili

ent
dvz—~*vix idjt

xy

qaae aequatio per x* diui(a et int^;rata pjraebee

V r _ —a
jj» jr jr

^

Sit iterum 'Ibla x ‘variabilis yt habeatur

dz^'=^-^;^x'dxf:y^

prodibitque integrale completum -
'

Exemplum 3. '

:

*<Jo. Quaeratur jbinarum 'oariabiHum x et f
etusmodi Jwiaio ^ , vi Jit ( 4^)=,nr5^(#i)+;^-

Polit»
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PoGto erit fumendo condam:

j ,, _ t n XV dx xdx
Ty- -• -

qnae aequatio per {xx+jfjf diuiia et integrata dat t

V xdx

(xx-\jiyy-- ay^{Xx->ryyi'
^

x[n-i)ay\xx-\:yy)

ftu V= ( +{ix -{^yy Tf:y.

Hinc fumto iternm > condaote fit

• «= +fiyJixx-+-yyYdx+¥:y.

Ofu quo «=:x feu

(4^)— +^ erit

^^v=ry/ij^yy=Tkn(xx+yy)+/:y hinc

iil)— ^^-^Kxx+yy)^(xx-{-yy)/:y_ et

. \
{A(arar-i- 3j7)/y^4-F:>

Problema 45.
i6t. Si z debeat ellc eiusm^i funAio bina-

rum variabilium x et ^ , vt fit

exidentibus P et Q fundionibus quibuscunque datis
omnium trium' variabilium x

y y et « , indolem
ftinftionis z inuedigare. •

Solutio.
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Solutio.
Pofita quantitate y conftante t

erit

( ddx » — dd z f dz \ _ <J » .

V -Jli" ) — TF" V di / — fi »

ideoque habebitur aequatio dtflerentialis fecundi gra-

dus ad librum praecantem perdoens:

ddz~?dxdz-\-Q(ix*

quae duas tantum trariabiles x ct z inuoluere eft

cenfenda
,
quia y m et (anqaam _ conflans fpeAatur.

Teotetur ergo integratio huius aequationis per me-
thodos ibi expolius f quae ii fucceflerit loco bina-^

rum cooflantiura
,

quas duplex integratio inuehit

(cribaotur ipilus y fundiones indefinitae fiy et ¥ty,

quae adeo ddeondooae accipi poiTunt , ficque habe-

bitur aequationis propofitae integrale completum.

C o r o 1 1. 1

1^2. Reducitur ergo folutio huius problematis

ad methodum integrandi in fnperiori libro tradi-

tam , vbi fuodionem vnius variabilis ex data

diflerentialium lecundi gradus relatione inuefligari

oportebat. '
/

C O r o 1 1. 2.

Quodfi ergo rcfblationem omnium ae-

quationnm difierentialium fecundi gradus
,

quae bi-

nas tantum variabiles inuoluunt
,

hic nobis concedi

poflulemus folutio noflrl problematis pro confe^
efl cenfenda.

Vol. III. Dd CoroU.'3.Dd
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Coro 11. 5.

£54. Me non monente intelllgitur , eodem

modo aequationem

tradari oportere
,
eiusque folutionem tanquam con-

I fedam fpedari poflc
,
quaecunque fuerint P ct

fundiones ipfarum x ^ j z.

. Scholion. i.

• -255. Ex folutionis ratione intelligitur prt>*

blema multo latius patens (imiK modo refolui pofle :

< fi enim formula (-i^) quomodocunque per qnan-

titares principales x ^
y' z ac praeterea formulam

(^) determinetur, ita vt etiam huius formulae {^)
potefiates aliaeue fiindiones quaeennque ingrediantur»

folutio femper ad librum fuperiorem reuocabitur»

quia ponendo y conflans fit

/ d « < dz / dd 8 \ — ddz
• l. i ' a < ' ' djc 1 dx* / d ** P j

ideoque rcfu’taf aequatio differentialis fecundi gradus

formae conluetae daa» tantum Tariabiles x et z in*

\olucns. Hoc tantum teneatur loco conflantium per

vtra Tique integrationem" ingredieiitium feribi opor-

tere firmas f:y et ¥:y.^ Satis igitur notabilem

partem propofui noflri expediuimus, fcilicet cum
'^cl (^i vtcunque per x, 7, z et vel (^)
vteunque per x , ^ , z et (^) determinatur, ibi

nempe excluditur formula pr;mi gradus (||) hic

vero
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rtro formula
(J|).

'(^ae fi accederet, quacfliohac. '

methodo hentiquam traftari poffet ;
quemadmodum •

vel ex hoc cafu fimpliciflimo (^4^)— (^) ••'telli-

gere licet ,
cuius refolutio maxime ' ardua eft

.

pu-

tanda.
.

_ . \ v .

Scholion 2. ;

'add. Cum igitur trium fbrnnilarum differen-'

tialium fecuudi gradus (^) i

mam ac tertiam hadieous fim contemplatus, qua-,

tenus earum per reliquas, quantitates determinatio

relblutionem admittit methodo quidem hic adhibita:

fupereft vt fbrmukm quoque fecundam
,

fideremus, et- quibushani determinationibus ‘per re--

liquas quantitates x , J^, 2 , (H) 1 iSy) foliitio ab-

folui queat, inuefligemus ,
in quo negotio a cafibus

fimplfeillimis exordiri conueniet,
;

,

Problema 44.
, . ; I

- ... ... i .j '

^

157. Si s eiusmodi debeat effe fundio,bioa-

tnm variabilium x et 'y vt fiat P » exi-

flente P funftione quacunque data ipfarum x et ,

indolem fundlionis z generaliter 'determinare.

Solutio.

Ponatur ,
eritque

que habebitur ,(J|)=P. i ' fam fpeaetur’ quantitas x
^ D d a ft
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i

Ti conftans ,
ita yt P folam yariabilcm > contineat,

eritquc //vrrPi/j'» vnde ia typothcfi <}uantitatis x

conflantis integrando prodit

yhi/Pdy erit fun<flio data ip&rum x et y. Nmrc
porro Ipedetur ar yt variabilis

,
j* vero vt conflans,

yt adipifcamur hanc aequationem di£fereatialem

;

dz-dxfPdy-i-dxfzx

quae integrata dat

:

z=fdxf?4y-+-f:x-\~T:y
.

'

vbi cnm habeantur duae fundiones atbitcariat» id
indicio efl , hoc iategrale efle completum*

C o r o 1 1. u
adS. Si ordine inticrib prirrmm tumvecojr

conflans pofuiflemus
, inueniflemus

et z=fdyfPdx+f:y+¥:x,

qni valor aeque flitis&cit ac 'praecedens.

Coroll. 2.

adp. Patet ergo vel fore

fdxfPdy-fdyCVdx,
vel differentiam faltcm exprimi per aggregatum cx
fonaionc ipfiua X et fiioitfonfc qifiM j-. Quod etiam

- ^
'

inde
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patet qood pofito

fdxjf?dy=fdyf?dxz=:V

fiat Ytrinquc

' Corel L 5.

»70. Si fit Pro, fea ddbeac efic

repetitur pro indole fim^ionis z haec forma

zzzJ\x-\-Y:y.

Scholioo.

171. Hic catus in dtxftrina iididorum 'fre-

quenter occurrit , fi enim natura fuperficiei expri-

mam^ aequatione inter ternas coordinatas x^y et »,

erit foliditas .zzfdxjudy , quare fi foliditqs expri-

matur per s , erit (j^)— tf , ordinatae foflicet ad

binas x tt y normali. Tum vero fi ponatur

du~p d x q dy i

fuperficies huius folidf erit

ZzfdxfdyV{i+pp+qq) y

quae fuperficies fi exprimatur littera z , erit

Quahdo ergo in noftro problemate elusmodi fu«*

ftio s ipfarum x ct y quaeritur
, vt fit (^J=*P,

idem eft ac fi quaeratur foliditas refpondens luper-

ficiei^ cuius natura aequatione inter ternas coordi-

Dd 3 natae



S14 C A P V T IL

natas x ^ y et P exprimitur. Exemplis igitur ali-

quot hunc calculum illuflrcmus. .

Exemplum i. ‘ -

»71. Quaeratur binarum ‘ variabiUum t et J
eiusmodi funClio z, vt fit [^^y)—a.x-\-i^y. •

*

' Cum hic fit V^ax^i-^y erit

fVdy^^axy-^i^yy et

fdxf?dy—\(txxy-\-\^xyy—\xy{a.x-Jt-^y )

,

nde funcitio quaefita z ita exprimitur vt Iit

1

; I
,

f Exemplum 2.

»73. Quaeratur binarum variabiTium x et j
eiusmodi fun&io z, vt fit (^^^)zz:V[aa—yy).

Hic eft ?xzV (,aa~yy)
^
ergo

f?dx=xV{aa^yy
)

,

vbi quia perinde eft, a variabilitate ipfius x incipio.

Hinc igitur fit

‘

• • /

/dyfVdx=xfdyV (aa-yy) — \xyV(aa^yy)

fT^—>
quo integrale completum erit

x'=’lxyy{aa—yy)+iaaxAtis.fxoX-\-f:x+F:y.

* • * • * *

c fi ' i .. ;
Exem-
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Exemplum 3. .

a74_
Qweratur binarum vuriabiHutn x et y

ttustnodi Jun^io z t
vt Jit x*— j»*

‘ Ob P= v(,,..Vx-J7)

* '

'

'
^

/P<y==aAag.Gn.^-—^3nr7,-
, .

• •' -‘‘ii

/dxfVdjz=afdxXaz.&n.;^j^^j- ,

Ponatur breuitatis gratia

Ang,fin.7rT:?rTF1= <t>.

/dxff dy::^af(Pdxzzax^~-afxdx{j-^)

in hac enim integratione y pro' 'conttaate* tabcttr.
n uav tiii*— o ~ •

» 2 ;= fin. <p , ent
^are ob y ^

^ _ x x>
^

(aa-x*)

vero eft

‘3
: . '

- i •
'

toc <i
> =

’

'^”'‘1’''
y I d a-~ X X )

j* V t X et

( al )= J

Jxdx{fS--y^

juo integrali inuento erit

5=<ix Ang.fin.
+/:x-tF: f

qW
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quae forma per iotegrationem eueduta reducitur ad
hanc

-»‘’A"g-fi°-77^'._..7<.._,„ -h/:.c+F:/.

Form*ulae eaim f- •adx

_yy) integralc LM ftcil-
.. ...
Jime cljcitur. Ponatur

^ conflans per logarnhmos
diderentiando

i* —it ^ pd p — dp •

* p PP _ P4» -*-pp) *

*um per illara fbrmulant multiplicandio
• -dx

'

' • dp i

« — J—
- , ^PJ,*

Porro cft
• K

, 1 pp »

irude formula intcgralis fit
’

y:

I

eadp aa dp

{aa-xx)y {aa-xx-yy)'-'' aa-Ypp^

Arig. ,ang.f =;-A.g.«.g.-7^^
—y Aug. fin.y

t ,

Problema
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Problema 45.

S7$. Si z eiusmodi ede dd)cat bina>

nim variabilium x et j', vt fit

exiftentibus P et funaionibus quibuScunqoe ipfa-

rum X et / )
inuedigare iodolem fiiuaianis z.

Solutio.

Ponatur vt oriatur ifta aequatio

(J|)
= P«-+-Q.

tjuae continet quantitates x , y tt v, ftatuawr er-

go X conflans, critque

dv=:'Pvdy ,

quae per multiplicata praebet: i

i, ^—ftr-n^yqdy^f%X y

ideoque

Nunc cum haec integralia determinate contineant

X et yy fpeftetur y vt conflans , et fequens integra-

tio praebet

2 —fe-^*^^dxfe-^^y Qdy ^fe^^^dxf:x+F :y

quae integralia quouis cafu euoluta fiunt manifefla.

£em iiL G)rolL z.
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• C O r O 1 1. I.

^•^6. Ad hoc ergo problema refoluendum per

integrationem primo quaeratur R yt ut /R^

deinde quaeratur S Tt {xt Denique fit

fRSdxzzT i
ita tt in illis fbla quantitas y hic

Vero fola x pro variabili habeatur. Quo erit

Doftrum integrale completum

7i-=zT-^fKdxf':X’\-Y'y.

L Coro 11. 2.

a77- Hic ergo funeflio arbitraria /:x io for-

mula integrali eft inuoluta
,
quae tamen fi per ap-

plicatam curuae cuiuscixnquc refpondentem abfciflac x

exhibeatur, hoc integrale fKdxfix pro quouis va-

lore ipfius y feorfim conftrui poterit , fiquidem in

hac integratione quantitas y vt conflans fpeilatur.

Scholion.

S78. Eodem plane modo refoluitur permu-

tandis variabilibus x y % hoc problema
,

quo

fundio z quaeritur ,
vt fit

dummodo P et Q fint fundiones ipflirum x tt y
tantum ,

ipfam fun(flioncm z non implicantes; fo-

iutio enim ita fe habebit

dyfe-^^**(ldx+fe^^**dyf\y^f‘.x.

Quin
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Qain ctUm vtruraque problema latius extendi poteft,

ac prius refolutionem admittet
,

fi formula
(

)

aequetur funAioni cuicunque trium quantitatum

Xyjct (^), pofterius vero fi aequetur

funftioni cuicunque harum trium quantitatum x
,

j et Ttroque enim cafu res reducitur ad ae-

quationem differentialem primi gradus. Neque Te-

ro haec foluendi methodus fnccedit
, fi vtraque

formula primi gradus (^) et (^) fimul ingredia-

tur
,
Tcl fi fundtiones P et etiam ip(am quanti-

tatem z comple(Kantur.
'i

Exemplum i.

/

Qjmeratur binarum •oariahiTiuM x J
/iafir» z, = +

Sit erit

et fpedlata .t: vt conflante erit

Tude per diuidendo prodit

V

ita vt fit

y* X {n~i)xy" '

Ec 2 luma-
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fumatur iam y conftans ,
et denuo integrando obtt •

netur

z z= ^ylx-hy*f : X -4- F

Exemplum 2.

280. Queratur binarum variabiSum x et J
funah ZyVtjit (a^)— ^rfc7(r*)-+-ir“55**

PoCto et fumto x conftaute etit

4-
-yy

quae ae<juatio per "V^xx-^-yy) diui& dat:

v_ __
dy

(xW
«r

xxV[xx-iyy)
+fiX,

Ergo iZ -i-V(xx+7j')./:Jf

iit iam y conflans reperieturque

z-=p- -\~Jf:x./ixV{ xxJ(-yy)-\-Y:y

Tbi quidem integrale

Jfix.dxl/{ xx-hyy)
ob funditmem indeterminatam /*: x , etfi y conflant

ponitur
,

in genere exprimi nequit , ita Tt expli-

cate per et fuedtiones ipQus x exhiberi pofllt.

i

Scholion.

281. Formula ergo (ecundi gradus non

tam largam caTuum rcfolubilium copiam admittit,

quam
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qoam binae reliquae (j-^) et (4^)» coni in hi»

folutio fuccedat
, etiamQ ipfa quantita» z quoque in

earum determinationem ingrediatur, quod hic fecus

euenit , cum methodus non pateat huiusmodi ae-*

quationem quando litterae P
et Q quantitatem z continent refoluendi ; neque

etiam Iblutio locum habet ; quando praeter fbrmu^

lam primi gradus (^) fimul quoque altera adeft.

Interim tamen dantur cafus , quibus (blutiones par-

ticulares exhiberi poflunt , eaeque adeo infinitae

,

quae iunftim fiimtae folutioni generali aequiualere

videntur , etiamfi in applicatione ad yfum pradli-

cum parum fubfidii plerumque afierant ; forma»

ounen huiusmodi folutionum notalle iuuabit»

Problema 4.6,

282. Si z eiusmodi debeat efle fiindio bina*

rum Tariabilium x et 7 , yt fiat in-

dolem huius fimdionis z particulariter faltem iu-

Teftigarc.

Solutio.
Cuna quantitas z ynam ybique teneat dimeii-

fionem euidens efi , fi ftatuatur z:z:e*q ^ quantita-

tem exponentialem ex calculo euan.fcere. Pona-

mus igitur zz=.i^*Y ita yt Y fuadiouem ipfiusjr

tantum contineat , eritque

£e 3 Tude
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'

vnde fit

*-^-ady et

ficque iam folutionem particuUretn habemw

ax+‘-^
z = Ae ‘i

quae antem fatis hte patet ,
cum tam A quam «

pro lubitn aflumi poflic. Plurcs autem valores ipfius z

feorfim fatisfecientcs ,
etiam iuni^im fumti (atisfa-,

ciunt
,
vnde huiusraodi exprcflionera multo genera-

liorem deducimus

:

vbi cum A , B , C ,
etc. item a , p , y »

etc.

omnes valores poflibiles recipere queant , haec forma

pro maxime vniuerlali eft habenda
,

neque fi ad

amplitudinem (peiftamus ,
quicquam cedere videtur

fuperioribus folutionibus »
quae binas fundliones ar-

bitrarias inuoluunt, propterea quod hic duplicis ge-

neris coefiicientes arbitrarii occurrunt, interim ta-

men haud liquet
,
quomodo fun&ituies difeoncinHae

hac relatione repraefentari queant.

C o r o 1 L I.

283. Pro folutione ergo particulari inuenienda,

fumantur bini numeri m et »,vt eorum produdlum

fit
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fit mtr=za , eritqae Atque etiatn

ex iisdem numeris permutatis erit arr

C o r o 1 J. 2.

284« Ex tali numerorum m et n pari vt fit

finrr^r
,

folutiones quoque per finus et cofinus ex-

hiberi poflUnt; erit enim

«nBfin.ffflrx— «>') , ye\ zzzBcoC.(mx—ny) ,

Tcl etiam permutando

z-=z'B^a.{nx—mj) vel z-=zBco^nx— mjf)^

C O r 0 1 1.

2S5. Cum igitur huiusmodi fbrmulae innu-

merabiles exhiberi queant
, fingulae per confiantes

qnascunque multiplicatae et in vnam fummam col-

ledae dabunt Ibiutioaem generalem problematis. .

Scholion.

a 85 . Neque tamen haec Iblutio.etfi infinities

infinitas determinationes recipit
,

ita efi comparata ,

vt eiusmodi fidutionibus , quae binas funtftiones ar-

bitrarias inuoluunt
,

aequiualens aefiimari pofiit

;

propterea quod non patet
,
quomodo fingulas litte-

ras aflumi oporteat , vt pro dato cafii verbi gratia

jrro ,
quantitas z vel (^) feu (^) datae funtflioni

ipfius X aequalis euadat
, cuiuscunque etiam indolis

fuerit
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fuerit haec ftinftia Scmpfer autftrtl fblutio gctjcrali*

duplicis huiusmodi determinationis capat cfle debet.

Quando autem talem folutionem impetrare non li-

cet ,
vtique eiusmodi folutionibus ,

vti hic inueni-

mus ,
contenti effe debemus. Ac tales quidem (b-

lutiones flmili modo obtinere pofTumus fi propona-

tur eiusmodi aequatio:

fi modo litterae P, Q,R denotent fundiones ipfias

*

tantum. Pofuo enim yt X fit fundio

folius X f ob

<f*) ='“^3? « «it

^ ^ +«'iX-i-RX=o ,

Tnde reperltur

ix —
X —' Ji-+-r

ficque elicitur pro quouis numero a idoneos valor

ipfius X. Quare (umendis inhnitis numeris a, hoc

modo exprtflio infinities infinius determinationes

recipient colligitur:

2=A X 4-B X" etc.

Verum tamen dantur etiam cafus eiusmodi aequa-

tionum
,
quae folutiones vere completas admittunt

,

quarum rationem in fequente problemate indagemus.

Problema
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Problema 4/.
• 287. Propofua aequatione rcfolucnda:

inuefligare cuiusnjodi functiones ipfarum ar et _y efle
debeant quantitates P

, Q, R et S., vt haec aequa-
tio folutioucm vere* completam admittat.

Solutio.
Sit \ functio quaecunque ipfarum x et y ^

ac ponatur z~i^ ita vt iam v fit quantitas in-
cognita

,
cuius valorem inuefligari oporteat. Cura

.

igitur fit

, (g)=''''(!£)+cCM))i {|)=^'’((g)+f(g))

ftibdituiione totaque aequatioue per ^ diuita
prodibit fequens aequatio

:

f-'S-[-(;S7)+(g)!fn+(5-D(g)+(£)<g)’']

'•«kxay
• d V .“O

+ R V

Efficiendum iam eft, vt haec" aequatio refofutionem
completam admittat

j cum igitur ante viderimus
talem aequationem

,

y<ii. III, F f gene-
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generaliter refolui pofle, quilcscunque etiam funftio-

ncs ipfarum a: et ^ pro S et V accipiantur
,

ad
,

hanc aequationem illam redigamus. Necefle igitur

eft ftatui

;

F+(j|)=T; Q+(j?)=o «

vnde obtinemus

:

P=T-(|-p, et

Cum igitur per §. 275. reperiatur ;

erit aequationis propofitae

(^)+*’(»)+,Q.(JJ)+R=+S=o
fi modo litterae P

, Q » R affignatos teneant valo-

res
, integrale completum ;

z-z-eye-^^^ydxJei'^^y-'^Sdj^e'’fe-^'^^ydxf:x-Vi'^xy

quandoquidem hic formae fxx et Fy fun(Jliones

quascunque ipQus x et ipQusy denotant.

Cor 0^11. I.

288. Quaecunque ergo fundliones ipfarum x
et y pro litteris T et V accipiantur, inde oriuntur

valores idonei pro litteris P, Q,, R affumendi
,

vt

aequa-

• t
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aequatio refolutionem completam admittat
, fundio

autem S arbitrio nollro relinquitur.

C o r o 1 1. 2.

2 8p. PoflTunt etiam in aequatione propofita

fiindliones P et indefinitae relinqui
,
eritque tum

y=-/Qdx et = atque

( 1 — _ t is 1
-

' 4x4 jr J ' *

vnde tantum quantitas R ita determinari debet

,

vt fit

R - P 0.- ( ) = o fcu

R = PQ-1-(JS-).

• Coroll. 3.

290. Quia hic pro /(^x feribi potert /‘Q/ar-i-Y,

denotante Y fundlionem quamcunque ipfius , ob

V~—/Qt^x—Y complete integrabilis erit haec

aequatio

:

(^,)+p(g)+q(g)+(PQ,+(g))«+s=9

cuius integrale eft

exiflente

exiftente

F f 2 ae
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ac proptcrca

rrjy=fTjy-/(idx-r

,

vnde valor ipfius v facile definitur.

Scholion.

ftpi. Io hoc calculo qno differcntialia formu-

larum integralium capi oportet ,
dum alia quantitas

variabilis affumitur
,

atque in integratione fup-

ponitor > haec regula eft tenenda
,

quod fi fuerit

\~fQdXy fore ( a: (^). Cum enim fit

= (3|)- ergo flatuatur

(g)=S erit (H)=(4f ) ,
et

vnde \iciflim colligitur fi fuerit tore

ob fSdyziW^ integrando /SdjfzzfQdx^ quod cum
ex principiis ante ftabilitis per fe fit manifefium

,

non opus cfiib iudico
,
pro hoc quafi nouo algorithrru

genere praecepta (eorfim tradere. Videamus autem

in aliquot exemplis , cuiusmodi aequationes ope

huius methodi complete refoluere liceat.

Exemplum i.

.4pi. Propoftta aequatwne'differentio-d}fferent}a1i

(.4|)'+»(r;)+'>(B)+R"+S=o

de/inire indolem fui:£Uomt R ,
vt haec aequatio refola-

tionem admittat > expetite S fun&ione quacunque ipfa*

rum X et
'

Cum
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Cum fit » et erit R=oi, et

\:r:—bx tuto enim vfuadtio Y omitti poteft
,

quia

in feqiiente integratione iam binae fundliones arbi-

trariae introducuntur, erit Tra. Vudc pofito

habebitur haec aequatio

«c pefito (^)—

«

fit
•

et fumto X conftante

e>‘yu—

—

f
e" *Sdy-\-f:x ergo

«:={
‘ *S<r -i-e~‘yf:.x

ei fiimlo iam y conftante

;

v—^t-'‘y/dxfef^y^Sdy-+-i-‘yf:x-i‘¥:y

Tumendo

, fdxf'. x—f‘X.
Qiiod fi iam pro r-^*f:x feribatur /:x erit

z--r^~^/dxfe^-*'^*Sdy+e-^^f:x+e--^*f:y,

Aliter.

Si fumfifiemus V=z-bx-ay, prodiiflet

ideoque pofico quan-

titas V ex hac aequatione

/ -u S o ,

F f 3
' defi-
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definiri deberet quae dat

c = S H-/ ; a: H- F : ct

*
-^»>S F )

,

quae forma fimplicior eft praecedente
, etiamfi eo-

dem redeat
,

eftque hoc integrale completum ae-

quationis :

^ ^B J ^ ( 33 ) ^ ^ S^ o

.

Exemplum 2.

293. Propojita aequatione diferentio-diferentiaJi x-

(<^) -4-;- (a-J+r( H-R *4- s == o

d^nire indolem funCtionis R ,
vt haec aequatio refohe.-

tionem admittat ,
exijtente S funSfione quacunque ipfae-

rum X et y.

Cum fit Pn|- et Q.—^ , erit Yzi-bIx-Ty
hineque et aequatio integrabilis erit

zdy
fL*
*y — O-

Quoniam igitur fit

T=P4-(5J)=J.-|J,

fumamus Y =-\-aly
, vt fiat Trro

, ac poCto
~ 61 *—

j

quan-
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quantitas v ex hac aequatione definiri debet:

Tnde fic

i^):=z-x^fy’Sdy+f:x et

V zz —f xf’ dxfy“ Sdjf ^f: X -i~ F:j

idcoquc

—fx^dxfy^Sdy-^fix-F-F :y

s_ pp .

Scholion i.

294. Hinc igitur patet hanc aequationem ope

iftius methodi in* genere integrari pofle :

(^rf,)+'’(n)+<i(ij)-+-{PQ.+(S?-))=+S=:o

‘quaecunque funftiones ipfarum x ct y pro P, et S

accipiantur. Ac refolutio quidem ita fe habet
, vt

pofito ,
haec quantitas v determi-

netur hac aequatione :

Tbi iam pro Y talis fundtio ipfius y accipi poteft
,

vt huius aequationis forma fimpliciffima euadat
j

id

quod potiffimum euenit fi expreflio

i?) -Ji
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‘

ad nihilum redigi queat. In genere autem repe*

ritur

qui valor ergo per /Q-''*—
^ multiplicatus praebet

formam funftionis z. Hoc modo autem fun(flio Y
ab arbitrio nodro pendens penitus e calculo egredi-

tur
,

fitque

quod eft integrale completum huius aequationis

(^fe)+r(if)+Q(5|)+(P(i+<Jf)*+s=o.

Scholion 2.'

apy. Permutandis autem yariabilibus’ ar ct ^
etiam haec aequatio complete integrari poted :

cuius integrale erit

:

^
p d ai * -+-/ p d ydyfe^ ^^^^Sdx

^_f-/p i ai ^^-/p d> p
. ^

Tbi praecipue hic cafus in vtraque forma contentus

notari meretur, fi fuerit P— Y et Q^rX, exiftenteX

lundlione ipfius x et Y ipdus y tantum
j
tum enim

huius aequationis

, (^.)-t-Y(;-J)4-X(4-p-+-XYjH-S=o
inte-

% r
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integralc compIetDm erit

(/; a;+ F :Y

)

quod etiam ita exhiberi poted

:

ef^i*-*-l'tiyzzzf‘.x-\-Y:y-fe^^**dxfe^'^^ySdy

Tei etiam hoc modo

^xix^S'idygi^f.x^f ^ydyfef ^.^*$dx

m IIL G S.
CAPVT
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SI DVAE VEL OMNES FORMV-
LAE SECVNDI GRADVS PER RELIQVAS
QVANTITATES DETERMINANTVR.

Problema 48.

S
i z eiusmodi debeat efle fun<aio iplanim x ot y
vt fiat

{ )
rz

) , indolem funaiol
njs z determinare.

Solutio.'

Introducantur binae nouae variabiles r et o

,

vt fit t-cLX-^^y et «— ya:-f- 5>, atque ex §. 231.
omnes formulae difiereutiales fequentes mutationes
iubibunt

:

( rf ) =a(4i)+ vfif);
(Jl)

(4^)=.«(41;)+ = «Y(^^.)+yy(4^)

vndc
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vnde nodra aequatio tranfibit in hanc

:

• (p P — a a <7 fit
) ( j-f-afp^ — ayflfl)(

)

ponatur ergo

pprraa<7fl et JJrryyaa, feu

a—

I

;
y~ I

; p~a et a ,

•vt binae formulae extremae euanefcant quod fit

ponendo

t=zx-{-ajf et u — x-ay,

eritque

-^iaa+aa){}f^)=o feu (J^)=o

vnde per §. fl5p. colligitur integrale completum

z—f: r-h F:«

ac pro r et tt reditutis yaloribus

:

zz^f‘\x-^ay)-\-Y '.[x-ay)

quae forma manifedo fatisfacit cum fit

—af'‘.{x—ay)

G g » Coroll, I.
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C o r o 1 1. I.

297. Valor igitur ipfius z aequatur aggregato

duarum fundionum arbitrariarum alterius ipfius

x-\~aj f
alterius ipfius x—ay^ atque ambae hae

funftiones ita ad arbitrium aflumi pofiunt , vt

* etiam funAioncs difcontinuas carum loco capere

licear.

C O r O 1 1. 2.

298. Pro lubitu ergo binae cumae quaecun-

que etiam libero manus tra<flu deferiptae ad hunc

Yfum adliiberi pofiimt. Scilicet fi in vna abfeifia

capiatur xrx-l-a/', io altera vero abfeifia ~x-ay^
lumma applicatamm femper valorera idoneum pro

fundlionc z fuppeditabic. «•

Scholion i.

299. Hoc fere primum cfl problema
, ^od

in hoc nouo calculi genere folueudum occurrit ^

» perduxerat autem folutio generalis problematis de

cordis vibrantibus ad hanc ipiam aequationem
j quam

hic traftauimus. Celeb. Alemberius y qui hoc problema
primus felici fuccefili efi aggrefius

, methodo tingu-

lari aequationem integrauiti fcilicet cum efic opor-
teat dz—pdx-^qdy, inde-

que dp—rdx-^sdj et dq— sdx-^tdy
y illa ae-

quatio
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^2tio podulat Tt fit tw—aat, ConGderatis porro
ifiis aequationibus

dpzrdx-\-sdj I elicitur combinando
dfzsdx-\-aardy

| adp+dq:zar{dx-\-ady}\-s{ady-\-dx)

feu adp-\-dqzz{^ar-^ s^(^dx-\-ady')

vnde patet crH-r fun(fiioni ipfius 'x-^^ay aequari

debere ex quo etiam ap-\-q tali fundtioni aequatur.

Atque quia a aeque negati ue ac pofitiue accipi

poteft ,
habentur duae huiusmodi aequationes

:

ap-\-q—iaf'i{x-\-ay) et q—ap=.i!.a^':[x—aj')

vnde colligitur

;

q—af'\{x-\~ay)-\-a'S':{x-ay) et

p=/: (ar-t-
)
- F^; ( ar- a/

)

hineque aequatio dz;x^pdx-\-qdy l|X)nte integratur,’

fitque

2 =/‘;(a:-+-flj')— F :(ar— a/).

Hoc modo (agaciffimus Vir integrale completum cll

adeptus
,

fed non animaduertit
,

loco fandtionum

harum introduAarum
, non folum omnis generis

fundtiones continuas fed etiam omni continuitatis

lege deftitutas accipi licere.

Scholion 2.

300. Cum plurimum interfit
,

in hoc nouo

calculi genere quam plurimas methodos, perfcqui

,

ab aliis folutio nofirae aequationis ita efi tentata ,

Gg 3
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ponerent
{^f =ik(J-^), vnde fit primo

tum ^ero = ex quo colligitur

Euidcns ergo cft pro noftro

ca(u capi debere kk~aa feu Sit ergo

k=a, et ob («)=(.(;-£), Sct

hincque manifeftum efi fiire z:r:f:{x~{~ay), et ob a

ambiguum
,

quoniam bini yalorcs (eorfim fatis-

facientes etiam iunfti fatisfacicnt
,

concluditur ipfa

folutio inuenta. Hoc etiam modo negotium confici

potefi. Statuatur

/ ddz\ „y,(ddz\ f ddv \

V a f* • X* /“ ' dxdyf

eritque

Inuentis nunc formulis primi -gradus (||) et (^) ob

Jv=dxlpj+Jy(,p^) ,

habebimus has aequationes:

. da;= da:(4i)-f-<r(4j) ut

do = da:(i|)+ uud,(i?)

ex quarum combinatione colligimus

;

hincque

v+az—f:ix-i-qy) ct v—az^'F:{x^ay)
Ccqiic
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ficque pro z eadem forma exfurgit. Methodus vero,
quam in folutionc fum fecutus , ad naturam rei
magis videtur accommodata

, cum etiam in aliis

problematibus magis complicatis infignem vtilita-
tem aficrat.

Scholion 5.

30 r. Noftra autem folutio hoc habet incom-
modi, quod pro hac aequatione

ad expreflionem imaginariam- deducit fcilicct

;

,
z=zf:{x+ayy

quoties autem funftioncs / et F funt continuae

,

cuiuscunque demum fuerint indolis
, femper carum

valores ad hanc formam P+QV — i reduci pofllint,

vnde fequens forma cx illax facile deducenda femper
valorem rcalem exhibebit:-

zzlf:{x+ ajV-i)-\-lf:{x-ajfV-i)+^T:{x+qyy-i)

- -1)

pro cuius ad realitatem; reductione notafle iuuabit

,

pofito

. ar — xcofCj) et ay—sC\n.<P fore: '

{x ^ ::3x’'(cof.«(pHk V- i.fin.«(j5 ).

Quare quoties funCtiones propofitae per operationes

analyticas funt conflatae, hoc ell, continuae, carum

valores rcaliter per cofinus et finus angulorum

multiplorum ipfius Cf) exhiberi polTunt. Qiiando

autem
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autem fundHoocs illae funt difcontinuae
,

talis re*

dudlio neutiquam locum habet
,
ctiamfi certum ri-

deatur
,
etiam tunc formam allatam valorem rea-

lem efle adepturam. Quis autem in curua quacun-

que libero manus dudlu defcripta applicatas abrciflls

j:

4

- ay

V

— I et x — ayV— i refpondentes animo

faltem imaginari
,

ac fummam earum reale.n a(E-

goare raluerit ; 'aut differentiam
,
quae per V— i

diuifa etiam erit realis? Hic ergo haud exiguus de-

fedlus calculi cernitur
,

quem nullo adhuc modo
fupplere licet ;

atque ob hunc ipfum dcfeftum huius-

• modi folutiones rnluerfales plurimum de fua vi

perdunt.

Problema 49.

302, Propofita aequatione (^®)= PP(^*)
,

inquirere
, quales fundiones ipferum x ct y pro P

affumere liceat
,
rt integratio ope redui^ionis fuc-

cedat.

Solutio.

Reductionem hanc ita fieri affumo, vt loco x
et y , binae aliae variabiles # et « introducantur, qua

fubftitutione fecundum §. 231. in genere fatta pro-

dit haec aequatio

:

lam relatio inter binas variabiles f
,

« et praece-

dentes

. Digitized by Google



dentes x
, y ciusmodi (latiiatnr vt binae fnrmnlao

(
et (7^) cx calculo egreJiaiuur

,
iii quod

fiet ponendo

. <fl)+P(ry=° «

Tum autem erit'
t ,

/
d<U /apw<n^

\ tly^ ' ^Uxdy^ ' d yl[d x> *
^

...

at cum fit iudidem ,1

Cmilique modo fumendo P ncgatiiie • >

I IA? '—
V 'dji*

Quibus fubftitutis noflra aequatio hanc induet for-

mam

-4PP(1^)(J-P(n^)=°

quae cum vnicam formulam fecundi gradus
(

contineat integrationem admittit fi vel (Tf)vel (^)

e calculo excciferit. Ponamus ergo infuper ,

qua aequatione indoles quaefitae fundionis P defi-

nitur
;
quo fado aequatio integranda per i P

{ )

diuifa erit

r«/. iii. H *> cuius
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cuitis integrale poGto (^)— v, fit

dt{^) ,,dz.

pTgy

Verum prius ipfam funftionem P per ar ct / dtfi-

niri oportet. Cum fit (^)= P(||) erit

d?= dx{^^^)-i-?dyiil),

hincque ponendo breuitatis ergo (^)~/), fit

dx —^ — ? dj
,
atque

Stiltuatur ergo j'H-^=/':P ,
ac reperitur

x-^?j=f:? et p= ,

ic vnde ratio determinationis quanti-

tatis P per a: et ^ definitur. • Pro nouis autem va^
’ riabilibus' r et « ,

ob (^)~~P(JI) erit

— x=-Pj-i-f:P fit

dtz^i^M^Pf-.P-iPdy-ydP)-^^^ P-2djVP- y^)

cuius poftremae formulae cum integrale fit

/^/-P- erit

» = F:(/^^/';P-a>'VP)L

Deinde ob
{ )

— p ( )
-habetur

^^={r,){^x-^^^y)—{rAdPf:P^ydP)^
ideoque
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quare u aequabitur futuflioni ipfuis P. In hoc au-

tem negotio fundiones quascunque accipere licet

,

quia fequeiitc demum integratione Tniuerfalitas fo-

lutionis obtinetur. Quare ponamus;

P— 2/VP et k=P exiftente

x^?yz=f:?.

Denique ad ipfum integrale inuenicndum, quia eft

p(-i)

in qua integratione u feu P iumitur conftaus f
pce

fuperiora eft

4V^=rfP/;P- a ?dy -yd? =-2 ?dy
' dx'

ob P cofiflans, et ^“de fit

a/(jE)=/^r^:rr2/(/';P->')-l-a/F:P feu

(^^) = (/:P-^)F:P,

hincqiie porro

z:=fd?(f‘.V-j)Vi?

futncndo hic t conftans. Cum igitur fit

Hh 2 ideoqae
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ideoque

vnde conficitur

T: p -4-
1 i r ' itt

'
‘ iVP ’

s -fdv{ /i-;f: P)F: P+(; f%f-. F:P

quae cxprcflio duas continet fundiones arbitrarias

F et <P.,
_ I

C o r o 1 1. I.

303. Primum huius formae membrum ita

transformari poteft :

/J-J(VP./;P-i/-f;/':P)F:P, at
*’

VF.'f: P - : P r=/</P V P.f":? ,

vnde primum membrum erit

/J]F: P./^P V P./':P.

Coro II. 2..

304. Cum- autem hoc primum membrum fit

fundio indefinita ipfius P fi ca indicetur per II;P, erit

rf p p , p — d Pn' : P

V P
^ ^ JdP V r./": P ’

vnde forma integralis fit

2=n:P4-$:(//,/:P-2J'VP)+(yf^/:P-2j'VP)
.

f d n ': F

J ijdf^ .,y:P'

^
‘ Corull. 3.
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'

*+5

Co r o 1 ].

305. Solutio magis particularis nafcitur Tu-

mendo II:Pr::o hincque z aequabitur fun^lioni cui-

cunque quantitatis /^/':P— arVP
,

quae ob

at-i-P^—/:P per .t et _y exhiberi ceufenda eft.

Schblion.

306’. Quanquam hic eadem methodo fum
vfus atque in problemate praecedente, tamen quod

mirum videatur
,

cafus praecedentis problematis quo

erat P~<7 in hac folutione non continetur. Ratio

huius 'paradoxi in refolutione aequationis (^)- P(||)

eft fita cui manifefto fatisfteit valor ?~a
,

etiamfi

in forma inde deriuata A’-hP.>'—/:P non continea-

tur. Hic fcilicet fimile quiddam vfu venit
,

quod

iam fupra oblcruauimus, faepe aequationi differentiali

valorem quondam fatisfacere pofle
,
qui in integrali

non contineatur, veluti aequationi djfV {a—x)—dx
fatisfacere videmus valorem xzza,, qu‘cm tamen

intcgralis — C—

a

V(fl — x) excludit. Qitare etiam

noftro cafu valof P = a peculiarem euolutionem

poftulat in priore problemate peradara de reliquis
,

vbi pro /:P certa quaedam fundio ipfius P afliimi-

tur exempla quaedam cuoluamus.

Hh 3
"

' Exem
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Exemplum i.

307. Suniio f:P:r:o ,
vt fit

grak (owpktum huius -aequationis

i
<***’» \ **

(
d «i z \

' J yS' } ' yy\ liJ *- '

inueftigare.

Cum fit /:Pr:o, folutia inuenta ob/^p/'':P=C

praebet

2--Sy^^F:P+{iC->-yP)y^^F:P+<D:(C-a^VP).

Statuatur F: P = II: P prodibitque

:

s=:->'VP.n:P-HO:j'yp.

Refiituatur pro P valor ^ ,
et ob j'VP~V-'a;/,

imagiuarium V— i io funftiones inuoluendo eritt

quae forma facile iu hanc transfunditur

:

y

Tbi aT:- denotat fundionem quamcunque homo-

gencam vnius dime^fionis ipfarum x et y, Refolu*

tio autem inftituetur loco x et y has nouas varia-

biles t ct u introducendo vt fit t—C—zV—xy et

—
—j "vel edam fimplicius t— zVxy et uzz~f

Tndc fit : I

t. — — V»
t’ 'dy* ' Va‘

ldf\ Vy
.
/d»^—

t djt
}— y* J \dy' ~

v_x * ' d Jt* / a

—

1

. /d^W /d±u)— o; (ilJL)zZ^,

et
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et ob PP— aequatio propofita hanc induit

fbrmim

:

<>(?,)+ ,

Nunc cum fit

ttu=^xx
,
et xzzltV u f

atque —
j habebimus

:

TT(H)---r(a‘^J== ft“ (r!)='(frA)-

Fiat (^)= t7, vt fit V— t(|y) et fumto • con-

flante ^—^ , ergo v=:(|^)r= //':«. Sit ia«n / con-

flans fietque

* =r //:«4-F :/= 2 y 4- F ;V Jy'

t ante.

Corollarium.

308. Quemadmodum autem expreflio inuenta

5—h©: a:y fatis&ciat ,* diflferentialibus rite

lumtis perfpicietur

:

(s£)=r :|+;- F':^^e';xy ;
(g)=^r^:|- +.v Q'tXf

vade porro fit

:

(iT-)=5-r'f+jr"f +/>©":V et

t

Exem-

Digitized by Google



248 C A P‘V T III.

Exemplum 2 .
' ‘ '

309. Sumto f:Prr^, <i7 fit
% •

**

PP=: 2 aPy+ 2 ax et Pr:ay4-V(3ayy+2ax)

,

huius aequationis

(^-^:)= (2aayy-4-2ax-i-aayV(aayy+ 2ax))(2|=)

integrate completum inuejligare.

Cum fit ^:P—^ erit

ct /j-|/';p=/-;^pyp=:ipyp,

vnde forma generalis fupra inuenta abit in

2V<^P.;^F: P + (
^-^V P>yg F: P+<D;(^^PK P-2^yP)

ftatuatur /^.F:Pz=ri;P erit
'

•
'

</P.F:Pir//pyp.tp
‘

atque ••
' ‘

'

s= /LJTdP.n':P+(^-jVP)n:P+‘D:(?;^-j^VPj^

£fi autem

h -y —~-ry-^^^{yy-^ ^*) i

quarum formularum euolutio deducit ad 'expreflio-

nes nimis perplexas. At fiibfiitutiones ad fcopum

perducentes funt

;=^pyp— ajVp et u—V.

Corol-
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Corollarium.

3+9

310. Si pro folutione magis rcftrida ponatur

n:Pz=p'’“* erit

n'';P=(«-!),p”“%

hincque colligitur %

T^- -J>VP)

fit 3—1 et fiindio <3> euaoefcat erit

zrr-LpP—

P

j-zzza;

at^ cafus »— a dat .... .

fea.

z—aay+/iqxjr+laj>j+ ix)V {aajfj>i-2 ax).

Scholion.

31 1. Forma intcgralis inuenta fequenti modo
fimplicior effici poteft : Ponatur '

F : P n : P erit

F;P — yP.n^:P

eritque omittendo podremum membrum .

FoL IIL I i quod
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quod nulla rcdudione indiget

-yVP.n:P

at:n:P/^'/:Pr/'(i</Pn':P./i?f:P + i$^n:P/:P)

•fnde fit

Porro eft .

/jp.n':pyp./;p=n;p.yp./:p-/n:p(^p/:p+dpyp./'p)

ideoque

a =: n: P.y ?./':?~/d?. H: P. V P -j-V P.R P

ftatQatur porro .

'

/</P.n:P.yp./^:Pr=0 :P. erit

n: P=: y! p

P
et

*=j^?(/:P-^)-0:P-+-‘X>(yf;/':P-2^yp)

,

quae forma 'fine dubio mulco eft fimplicior quam
primo iouenta.

Problema 50.

312. Propofita aequatione

inuenire cafus quantitatum _P
, Q, R , quibus in-

tegratio ope redu(ftionis ante adhibitae fuccedit.

Solutia
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Solutio.
'IntroduAis binis nouis variabilibus ; et ha-

bebimus ;

-PP(J^) -PPCji;) -PP(k)‘ -*PP(n)(j-:) -PP(n)’

+R(ri) +R(r;)-

Statuamus ergo vt ante

nde fit

(^n4)=P(k')+®(k) «
' '

(J|,')=PP(J|i)+P(Ji)(k')+(j>)(fi)

atque

(jf") =PP(M?- )+P(n)<r;)-(k>(r;)
et aequatio rcfoluenda erit :

" -

o=(P(k)+(k)+PQ.+R)(r;)(r;)-+PP(i^)(g)(Sff.)

+(p(ii)-(H)-’’<i+R)(r;)(k)
lam euidens eft integrationem inftitui pofle

, fi al-

terutra formula (|^) vel (j-*) ex calculo abeat.

Ponamus ergo effe

R=PQ+(||)-P(J|)
.

1 i » et
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et aequatio refultans per diuifa fit

o=: = (PQ.+(4;))(if)-+PP(4j)(/#.>

P“‘ = ^

fumatur t confians
,
Tt fiat •>

dv _ (PQ+(f-;)K«
V - 2PP(Ji)

>bi necefle eft
,
vt> quantitates P, Q, (|^) et (^)

per nouas variabiles r et a exprimantur. Has ergo
'

primum defiuiri conuenit. Cum fit

(j>)=r(rL) « (ji)=-P(|-:)
erit

= et du=m){dx-Tdy)
funt ergo et (|s) fadlores integrabiles redden-

ftes formulas et dx-Pdf

,

non enim
opus eft Tt hinc valores t et a generaliflimc defi-
niantur. Sint p tt q tales multiplicatores ner x
et y dati eritque

^ if *

t=zfp{dx~\-Vdj) et u:=:fq[dx—?dy) \

tnde fuperior integratio fit

« iP?q

in
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in qua integratione quantitas f

conflans efl fpedlanda. Seu ob du~q{dx — ?dy)

erit

dv__{^(l-\-i^^,)){dx-?dy)

V aPP

Verum ob dt~o efl dx~ — ?dy , ita tt prodeat

Tbi ob t conflans , et datum per x et / ,
valor

ipfius X per y et t exprcffus fubflitui potcfl , Tt

fola>' Tariabilis infit et inuento intcgrali

erit V/:rrr(^J.

Nunc ponatur u conflans erit
'

z—JVdtf:t+F:u, " ' ’

Conditio autem fub qua haec integratio locum ha>

bet
,

poflulat Tt fit

C o r o 1 1. I.

313. Eodem modo aequatio propohta refb'

lutionem admittet ,
h fuerit

xnaoetque vt ante

t=fp{dx-{-Vdy) et u—fq{dx^?dy)^
lia Tum
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Tum vero fit

:

o=-(P(i+(U))'i-:)-=ppocTO)

quae pofito ,
fumtoque u conflante dat

V
~~

aPP(|I^)
"" -aPP

Coroll. 2.

3x4. Si porro habita ratione, quod

u~fq(,dx-Vdy)

fit conflans et dx~'Pdy
j
ponatur

v=r V/:«=r(^»),

rnde tandem fumendo iam

t—fp(dx-\-'Pdy)y

colligitur

:

z — /Vduf:u-^'¥ :t.

Exemplum i.

51$. Si fumatur P— a , et R—aQ, quae-
eunque fuerit Q funfiio ijfarum x et y , integrare
aequationem ;

Cum
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Cum hic fit P=;a ,
erit p—i

i
q~i et

r=:x-{-ay atque u—x—ay \ade pofito fit

d p odia .— Q_d M

V 3 0 4 "
3 a

*

Quoniam igitur eft

X = tdb«
t w/ 3 0 '

his valoribus fubfii tutis fit fundtio ipfaruna > ct «, .

ac fpedata t vt conflante erit

Iv — u If: t feu

. -LfQdu
(jf)±:e*“ ^ f:f

et fumta iam u conflante

S =:/e'
*

i

Coro 11 I.

3x<5. Si Q, fit conflans zziab aequationis

huius

:

integrale erit : )

* “/: »+F : a r:
~ ^y: (*+ ty' )+F

!
( X -a/

)

fiue

CorolL 2.'
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Coro 11. 2 .

3i7< Si Q,— ^ huius aequationis

gn( ^^ ^ V I
° /-«^gs I aardz\.

intcgrale ob

f<l'l-‘=J‘-^=:f}^=-.aK‘+u) trit

Vel fit /:/~II'''';/ erit

fdtf:t — U':t ct

ergo

z—{t-i-u)W:t-TUt -\-T:u feu

szz 2 jr+a^)— n:(arH-ay)q-F :{x-ay).

Exemplum 2 .

318. •S’// P=|-, R==^Q4-£.-J!L--^(^^
fumaturque vt fu K=z^\ et ^haec ^'aequatio

ifttegrari debeat

(
ddx
dy * yy^^dx^ J'dlc)— ®*

Cum ergo fit

tz=:fp{dxr\-^^) tt

fumatur p—y et q—'^ Tt fiat t—xy et «— ?L.
y '

Fofito
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Pofito nunc fumtoquc u conflante ex

Coroll. I. fit

:

^ -ir-x)d$
V V 2XXY

yj

Efl vero tu=:xx hineque x—Vtu et _yzzV~^
atque 2 xxy:=: 2 tV tu vnde fit

d V (,ytu—V*-)dt dt dt

V “ IWtU "~2$‘~2(U^

«t ob u conflans

lv = ',lt- It
f ergo

Quare fumto iam t conflante erit

« __ _i

z— tft ’Vtf/:«+ F:r.

Vel ponatur — r
, yt fit s——-^ ,

eritque

zzzfft^dsfxs^Y\t.

In hac integratione //Vr/":x fola s efl variabilis,

ac demum integrali fumto reftitui debet t~xy et

Ceterum patet funAionem quamcunque
ipfius xy particulariter latisfacere.

Vol IIL K k Pro-
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Problema 51.

3 19. Propofita aequatione generali

(^ )
- a P(,^)-i-(PP- QQ.) ( (J-P

^ _V-S(Jf)+Tz-+-V=o

inuenirc conditiones quantitatum P , Q.. R, S, T»

Yt integratio ope reductionis adhibitae fuccedat.

V+Ta:+(f-)(f)

*^/^#\ 1
P-QQ X/jJLaeA

Solutio.

Fada eadem fubftitutione introducendis binis

nouis Yariabilibus t et «, aequatio noQra fequentcia

induet formam :

. ...... \/dr \* \ 1 /^DD r»r» \

+R(J)

+Sti)

+R(|)

+s®-

+2(pp-QaXsXS>

}^0

literminentur iam hae duae nouae yariabjles f et n

ita per X et^, vt formulae et (jipr) «ui-

nefeant ; debebitque effe

(1L)=(P+Q.)(li) et (|J)=:(P-Q)(H)>

Ynde patet has \ariabiles fequenti modo deternri-

nari :

l=/p(</x4-(P+Q.)4y) et u=zfqiix+iV-Q_)dy}

fumendo
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firmcndo p tt q ita vt hac formulae integrationem

admittant. Cum nunc tit

(-&)=(P+Q)’(J|.')+(P+(i)[l||)+(||)U|j)

(4^)=(P-<i)'(J|r“)+(P-Q)[(|-:)-{3?)](fi)

Hioc reperitur formulae e{^)coefEciens*.-.®QQ.(sX^

termini (ll*)
coefficiens;

[-(P-Q.)(‘‘-^'5')+(^-^^)+R(P+Q.)+S](^)

termini vero (j|) coefficiens:

[.(p+Q)(y^a)+(li^a)+R(P^Q)+S](Jf).

Eft vero {^)^p et (|^)“^ : vnde ft brcuitati»

gratia vocetur

;

S+R(P+q)+("-^^)-(P-Q.)(‘*-^^) =M et

S+R(P-Q)+(4ir,— )-(P+Q.U'-^-)=N
aequatio noflra refoluenda erit

o= V+Te-i-Mp('-;) + N,(i^)-4(iqp?(-a^)

feu vt cum formis fupra $. $. ap4- et 295. exhibi-

tis comparari queat

:

t ddz \ W /rfg\ K .dz\ T V
4Q.tn'Jr/ 4aii.p'du/ 400.?«'* «00?«

K £ - quae
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C A P V T III.t6o

quae fi porro breuitatis gratia ponatur
‘

—55- — K et —2L- — L

duplici cafu integrationem admittit : altero fi fuerit

altero \ero fi fuerit

- reu T= 4(ilif?(?,)-

Quoniam vero K et L per a: et j' dantur, formulae
illae (|^) ct (^) ita reduci poflunt vt fit

/dKV g—

P

fdKx , I /dK\ p,.

/ d L \ f-f-Q/Uty __ t .dL\
'Ju/ iQ.i! 'd*/ aga Id^'’

Quemadmodum autem, ipfa integralia his cafibus in-

veniri debeant id quidem fupra eft declaratum

:

vnde fuperfluum foret calculos illos taediofos hic

repetere
;
quouis enim cafu oblato folutio inde peti

poterit..

Scholion I.

920 .
Quod’ ad hanc redudtionem formularum

attinet, ea fequenti modo inftituitur : Cum fit ia

genere

dz=<ixiLi)+d:ri‘4),
'cx formulis

^
dt zzpdx-+-p(F+Q^)dy et du~qdx-\~^['P-(^)dj
erit qdt—pdu— zpqQdy feu fty— adf— p du

et P-Q )</r“-p(P+Q )</«—

—

xOpqdx
feu

p-f-g)du— 7(p~g)if '

i’

Quibus
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Quibus valoribus fubftitutis obtinebitur:

I - <>“ \fdz\
^ la?

. »Q.P ,0.^ '''dy)

ita yx. dz per differentiatia dt ct dti exprimatur.

PoGto ergo u conftaute ct iuzzo erit

/dz\ g—

P

/izN . 1 /<tzy
'<it'
— ^dx'‘ tQ,p XSyi

at poGto / cooilante et dtzzo erit

(dz\ P-4-Q /dz\ »— i(ij 'dJC' xQ.q\dy''

Scholion 2.

Sai. Methodus igitur hoc capite tradita ia

hoc conGftit vt huiusmodi aequationes ope intro-

dudtionis binarum nouarum variabilium t et 0 ad

hanc formam reducantur

de qua in praecedente capite vidimus
,

quibusnam

caGbus ea integrari queat : Iisdem igitur quoque ca-

fibus omnes aequationes
,
quae ad talem formam fe

reduci patiuntur ^
integrationem admittent. Eft vero

eiusdem formae cafus quidam maxime lingularis

,

cuius integratio abfblui poteft f.
vnde denuo inGnita

multitudo aliarum aequationum ,
quae quidem co

reduci queant ,
oritur integrationem pariter admit-

tentium. Quem propterea cafum fequenti capite

diligentius euoluamus.

Kk 3 CAPVT
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C A P V T IV.

ALIA METHODVS PECV-
LIARIS HVIVSMODI AEQVATIONES

INTEGRANDI.

Problema 52.

S
322.

i aequatio propofita hanc habuerit formam

:

‘eius integrale completum inueftigare.

Solutio.
Cum hic binae variabiles x ct j aequaliter in-

fint ponatur primo

z-A{x+yff:x+Bix+j)^'fix+C(x-\-f'^'f':x
+D (a' +j' ;ietc.

vbi pro faciliori fubflitutione notetur
,

polito

v=:{A'-Ky)'‘F:Jf fore

(^)= p.(a:4->')^' F:jr+(a:+J'y‘F':x

(2-p=jjL(a:+^)'‘-F:a: et

FaAa
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C A P V T IV. 2(53

Fada ergo fubftitutionc obtinebimus hanc aequa-

tionem

ozJiA(x+yff’JC+nB(x-{^f^'fu)C+nQ(x+yf''^^f': a;+ ete

-t-2wXA 4-otA +otB

-J-^C^“a)A JB -l-2OT(Xq-2)C

+XA +(^+*)B

+{X4-0^B +(X-l-aXM-i)C

Tbi totum negotium ad coefficientium A,BtC,D etc.

determinationem reuocatur ^
facile autem erat prae-

videre
,

forma fuperiori affumta poteftates ipfius

(x-\-y) in Ungulis membris pares eflb prodituras:

Fieri igitur necefle eft

»-f-2wX+^^—

2wX+ *w+XX+X)B-V-(w+^)An^o

(»+2wX+ 4W4-XX+3^+2)C+(ot+X+x)B=:o

(n-f-2 wiX-l-5OT-i-XX+ 5 X+ <S)D+(w+^"F a)C—

o

etc.

quae determinationes ope primae n+awX+XX—X—

o

ita commodius exprimuntur:

, ( m -1-X)

( m -f- X .4- » )B

j[ , m -f. > X-t- I )

(

m

“4—

I ( 1 m -f- J X-f- » )

(m-y-X-f- i )P
«( tm-f. xX-H> )

( w-t-X -H « )E
5( > m -I- 1 X-f-4 )

(

«( 1 m-f-iX-t-s)
( W X "f" 6) 0
r(>m-f.iX-+-* )

etc.

tnde
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C A P V T IV^«^4

Tnde lex progreflionis cft manifcfla. At pro expo-

nente X duplicem eruimus valorem

X~ g— OT-f- —W—W-f-CTW)

quorum vtrumque aeque pro X accipere licet. Hic
autem praecipue notandi funt cafus

,
quibus feries

afllimta abrumpitur, quod fit, quoties «q-X+/z:o
denotante i numerum quemcunque integrum pofi-

tiuum cyphra non exclufa. Hoc ergo cuenit quo»

ties fucrU

l-hi —m —

id quod fieri nequit nifi j
—«— fuerit qua-

dratum. Tnuenta autem huiusmodi ferie fiue finita

fiue in infinitum excurrente
,

alia fimilis pro fim-

dtionibus ipfius y reperitur
, vnde valor ipfius z ita.

reperietur expreflus

s = A (X40^ )^ (
/: JT+F :j' )+B ( a; ( f

;

a:+ F
':>'

)

+E(x-hy)^( /IV:x+F‘V) +F{x±y'/^^^{f: x+F'":j'

)

etc.

Tbi cum binae funefiiones arbitrariae adfint

,

id cer-

tum ell lignum
, hanc formam elfe integrale com-

pletum aequationis propofitae.

C o r o I J. I.

3*3* Si fuerit Xr-w, hoc eft

feu n—mm—m^ integrale ex vnico membro con-

fiabit

Digitized by Googie



C A P V T IV.

ftabit ob Bzro, critquc integrale

- • *=A (x+/ )-"*(/; j:4-

|

- Coro II. 2.

324* Integrale autem duo membra continebit,
fi X=:-«-i vel «~ 7flOT-«- 2 =(OT-+-j )fw-2

V

tum erit B~— lA et integrale erit t

’

Co ro 1 1. 3.
325. Integrale tribus terminis conflabit, fi^ “^— 2 vel n—(m-j- 2 )(m— 2 ) i tum erit

B=-|Aj et C=-jB=+AAi
integrale rero '

'

«=(x+^r-’(f:xi-F:j}~l(x+y)-^-' (f: x+ ¥':y)

C o r o 1 1. ^
Saff, Ex quatuor autem membris integrale

conflabit, fi fuerit X~-m~ 3 ,
feu «=(»/+ 3)(»;-4)j

tum autem erit

B=-U; C=-}B
et iqtegrale :

z-(x+y) ar+F;j^)-i(ar+^

Yal' UI. Li Scho'



a(J5 C A P V T IV.

SchoHon.
317. Quod fi ia genere ponamus

erit n—[m-^i){m-i-i), tum ^ero

B — ““sAj C— ^ 3(»i— r)’ 4j( * i- jj

vnde fit omnes ad primum reducendo

:

B =:— i
^ ^

qui ita fe habent

A B C D E F

/:r: I I 0 0 0 0

i= a I
,

.mmm - I

1 * 0 0 0

i= 3 X
1

a
a
i5

r
*— TM 0 0

*= + X
1“”5 3

3t

a

7- 3*

7 . t
*

96 , 7> f

0
. t 4

t 3 . 3 1* 1

»=5 I •*
5» p6. p. 7 960. g, r

i - ^ I 4 4 4, t 3. 1

i=z6 44 1 I* 14 S<. 11. 9 p6 0. l

t

•

9

Ita huius aequationis r

idiz^
,

«n ,dz\
,

m /d2\ ,
( w -f-T H ™-

O

integrale completum erit r

I+F":r)

ctc. quae
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C A P V T IV. 2^7

qaae forma quoties i flierit numerus integer pofi- j

tiuOs, finito confiat terminorum numero: icCus

autem in infinitum cxcurr/t. Imprimis au:cm ifia

integratio hoc habet fingulare
,

quoJ non folum

ipfas funftioncs arbitrarias f:x et F rj' compledatur,

fed etiam earum formulas diifcrentialcs.

Exemplum.

328. Si occurrat ifia aequatio

(
d d z \

I _!!l_ 1
'

1— o
'dxdyl ' X -f-y\Ux

'

' x ~^y^dy'~~

definire cafus ,
quibus eius integrak per formam fini-

tam exhiberi potefi.

Cum hic fit «— (»/-!-/){»»—i— I )tro fu-

mendo pro i numeros integros pofitiuos
,
duo or-

*

dines habebuntur cafuum
,
quibus integratio fucce-

dit
, alter quo efi — i, alter quo m~i-{-i

ita vt in' genere integratio finita locum habjat

,

quoties m fuerit numerus integer fiue pofitiuus Que

negatiuus. Primo ergo fi fit m——i erit

Tr7rirTTrS?r)f^+^)'(

: etc.

L 1 2 Deinde
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16 8 C A P V T IV.

Deinde li fit erit

etc.

vtrinque fcilicct eadem habetur exprcffio
, cui cafu

priori ipfa quantitas s, polleriori quantitas (x+y
aequatur. Ad fingulos hos afus diftiudlms cuol-
veiidos ponamus

:

A=(/:.v+F.7)

B=:( /::i-+F:y)-i{A:+jX/':x-FF':y)

C^{f:X-\-?:y)-\{x^y)[ f':x+YHy)^^f_x-iry)\ f:x+p>‘y)

Dr(/;A-+F;/J-K^trX/^-A.-+F':j)4-£(x-hy)*( fi;x^F‘':y)
_

-j:irA^+J'yif":x+F"':y)
ctc.

Tcl pofito breuitatis gratia;-

St =/; A-d-F :>'
•,

83= (A-hy)(/:A4-F^:y);.

^ z={x^yy(f':x-hF":y)i

^={x~{-y)*)(f"i x-]-F'":

y

)

;

C= (A-f-^/{/V:A-+-F*Vji
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C A P V T IV,

[-123 + ;:^
O:

fu

A = «

B=:2(

C = 21

D=z%

F.=2(

C= 21,-,V58,+^e,r

lO.p 10« p* *
© +

r.S-

10* 9« i« 7 .

e-
I 0* p« I* 7 : 65

lt« Ii* jo« 9
-<S-

ll*lUto.9^ 5.

(

ttc.

I 2« (I* 10. I. 7
0'

Quibus Taloribus inucntis» erit
,
pro duplici ‘ordiue

:

eritfi erit fi

m= o si=A' ni~i
wrz— I j a—

B

w — 2
; a=C' ;«zr 3

—
3 ; a — D m—\

w=-+;-5=li ‘‘ m—$
*Br=— p ; a= F m::z6

— z~G .

.
'“=7

etc. etc,.

Scholion.

yap. Si pro i fumatur nmrerus ' negatluus j

expreflio ia infiaicum excurrit. Su'eQim i='-/b.

L 1 1 et

0

Digitized by Google
I



et ex formula prima erit m— t ideoque

r*® ’ ‘«*(«k-+-
*

» kl I k -4- I )( » <f-+- »)

in infinitum. Pro eodem autem cafu tn— i, altera

forma ob izzk—i dat

( X -+-jf 51 - 55 + k-
(k— .Uk—

1

)

ry_, • ( ik-.)i
f»_Q[k— »)fk—

n

quae autem formae non abfolute aequales funt cen*

fendae fed in altera fundiones fix et V:j alias for-,

mas habebunt ,
vt nihilominus ambae aeque fatisfa-

ciant. Cafu quidem k~i ^
ambae conueniunt per-

ftfte
:
ponamus autem vt prior det

at pofterior praebet '

Quarum confenfus tt appareat fit, in hac pofteribri

f\xz=:ax‘ et Y:yz:zby' erit:, „

= a a:*+ b/ i 25 = {x-^y

)

( 3 axx-\-z By )-^

^— {x-^y)'‘{6ax~\-!ib) i
^::z{x-^j>y6a

at reliquae partes 'euanefcuiit.
,

Obtinebimus ergo ex

pofteriori
'

z:=:{x+y){ax*-{-by*y-\{x-y-yy{5axx-\-2by)

F\{ic-^yy{zax-]rb)~-\{x+jya

quae euoluta praebet

,

r ' b X' -^jby
f

cj 1 quae
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quae forma Ttique in priori z=zf:x-\-F'y conti-

netur. Confcnfus ergo binarum iibrum formarum

geueraiium eo magis cft notatu dignus.

Problema 55.

330. Innenire cafus qujbus haec aequatio ge-

neralis :

ad formam praecedentem reduci ,
ideoque iisdem ca-^

ilbus integrari poteft.

Solutio.

Introducendo binas nouas . earlabiles t et n, Tt

£t quemadmodum redudtio $. 319. adhibita, Tbi

Pzro et V— o, declarat:

t—fp[dx-{-(^dy) et u—fq{dx—(^dy)

li ponamus ad abbreuiandum :

M=S+(iR+(J-&)H-<i(&) .

prodibit haec aequatio :
' • *

/ ddz \ •H T -
\dtdu/ 4Q.Q.?'dt' «Q.Q.P *QJA|>«'“— •

quam ergo ad hanc formam reuocari oportet:

/ ddz \ . m I w
I

«
'd Jdz‘‘ I -i- > 'dt' 'du' * (( .4. iip

'cuius



C. A P V ;T IV.

'

072

ciiiu* cafus integrabi litatis ante defignairimas
, fcili-

cet quoties fuerit « — (w/-4-/)(»/—/— i ), denotante i

numerum integrum quemcunque -poGtiuum cyphra
nqn excluCi. Ad hoc ergo necclTe cll vt fiat

:

—— * nQ.g^ . KJ—— Af T— — «naQ.pa
t-hU ’ t -hu '

Quia autem hic iiitcgrabilitatis formularum r et a
ratio haberi debet ,

lumamus Q— , fitque

p a Ti' : X U~q zz. b n'

X

exitque
.

tzza’n\x-\-a<^:y et u—bT::x^b(S^'.j.

Hinc fit

:

'M— N= 2QR-f-2(g)
—

'

ideoque
I? » i?i ( 0— i XJ.ii'!» 1 f

••

S — »”» ( a-f-6 )QO->r' i x q gf
t -t- u jc •

T » g & 0 Q-ir' ' xit' : X 4 n a b<if ty,^ iy

ob Q= ^ ; vnde cft
. ^ .

riO-1 — <t.-y 4>^ r dQ.\ n"ir.'i$';y

f-hu—(a-hb)7r.x-i-(a—b)(P:y.

Ideoque habebimus :

‘

R — _(!>'> -.y

't —f- U

s — m<o -f.t ) 7f4

Q.a /-+.«

<P' ••j'

V* I X

Qua
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C A P V T IV. “73

Quo aequatio fiat fimplicior
,

duo cafua praecipue

funt confiderandi
,

alter vbi b— a
,

alter b-zz— a.

Priori eft t-^-uzzTaitix et aequatio noilra erit

ir":x _ ,tr7t':x \ /dz\
n';x n':x ' 'Jx

'

ir X. ir *

Altero' vero- cafu- ^—— fl fit t + uzzia(^\y et

V J. ^ dx> / '-^iy

, 1$l2L?lL»z — Q

quae ambae aequationes integrationem admittunt ca-

fibus nrr[OT-i-/)(w— »— I )•

C o r o 1 1. I.

331. Aequationes poftremo inuentae a fc .in»

vicem - non- difierunt ,
nifi quod bin-ae variabiles x

et y inuicem permutantur vnde fufficit alterutram

Tol4m confideraffe. Prior autem transformatur ponend-O

f= 7r:x-i-(t);j' et «rr-Tttr— CP:;-

;

pofterior vero ponendo-
»

t— Tt:x-+-(P:_yctu=:<P:j'— Trix.

C O r 0 1 2.

333. Hae aequationes etiam (equenti forma

magis perfpicua repraefentari' poffunt, pnor quidem

, /ddzy, t /ddz\ <t",y idz) , cn":x _
(SnpUx» ; n:x.7l':x UxJ

VoL HI, M m
_»

(w: I,»

et

Digitized by Google



27+ C A p V T IV.

et pofterior

)“ (IPTi? ( aa. )+( $5^75 -{|^ ) (5 ) H- (2)

W>J1*
*

—

Cafus I.

333- Ponamus 'v'':x=:a, et (p-':y—y^ erit
TTU-rax et Cp:>’— tum vero Tr'':jr-o et
•vnde forma prior prodibit :

* *

—1 (
^ «n» Ms\ n-

quae reducitur ad formam- fupra refolutam ponendo.

+ et u:ziax—bj^

Boftcrior yero forma eft

a^(^)+ (g)4- r^yZ=<y
quae reducitur ad formam fupra refolutam |?oaendo

f^cx~\~bj> et u—by—ax
Ttraque autem eft iutcgrabilis cafu. •

«z=(«j i— I ). .......
Redudione enim ad variabiles t at u ma oritur
haec aequatio

‘
*

(a^u)-h (jf)+

^

f H-u)>2T“0.

Coroll. X.
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C A P V T IV. »75

Coro II. I.

334- Si fumatur « — o, hae ambae
tiones

acqua-

aaf dd z V /d dz \ — (ji)— O et

** M »"» fdz\

futtt integrabiles, quoties m fuerit numerus integer,

idcoque numerus par.

Coroll. 2.’

335 . En ergo aequationes ob fimplicitatem

notatu dignas
, ex tribus tantum terminis conflan-

tes
,
quae influitis caflbus integrationem admittunt.

Integraie autem quouis cafu facile exhibetur ex
ex $. 328,(1 modo ibi loco x'et.-y ftribatur / et «.

(.

C a fu s 2.

'

33(5. Sit 'K':x~a^ et — > erit

'7t:arr=jj^,ax'‘-+-’ et (^\y=.by
I

tum vero

et o.

Vnde forma prior prouenit

t ddz t fjL— awjjL— 2W
bb^dy* dx^ aax'^~^' ^ dx*

‘
' I \*

H fX+l)

aax\^'

M m £ quae
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»7^ C A P V T IV.

quae reducitur ad :formam -Tupra tcfolutara ponendo

t--L—ayf^'-^by et u^^ax^^'-by.

Pofterior vero forma fit

I ddz

bb^ d/

ddz^ dz
aa^*

dz
Kt:)^ ^ bbjUy ^^axf^‘^dx

cuius redudlio abfoluitur ponendo r

et uzziby-^ax^-*-’.

Hacque ambae aequationes intepationem . admittunt,,

quoties fiierit

rC o.r.o lL >1 . . .

337. Ex priori forma cafus maxime notabi-

lis exiftitj fi capiatur m:=j^

,

et «=o * tum

enim erit

quae cft integr^Us * -quoties fuerit -numera*

integer m fiue poGtiuus fiue negatiuus.

C D.roltl. 2.

3^8. Vel cum fit pL=:.-=£i ,
haec neqnatio

4ffl

ent

Digitized by Google



C 'A P V T IV. ^7-

erit integrabilis
,

quoties m fiicrit numeras integer

fiue pofitiuus (lue oegatiuas
,

redudio autem fit

ponendo

t — - C 2 m — i') a bjf et

« = — ( a m — ‘I ) a a:’™*"' — i/.

CaCus 5.

3.39. Sit Tt'':x—ax'^ et erit

Ttrxrz-^^rt^' et

tum vero

Hinc -prior forma ,
relbltat

:

I ddz V
• ’* r rftfg 'V

bby*^ 4y' ^ oax^^^ix' ' bby
ddz > ia '

dz ^ y
aax^^-^^ ^dx^'' aax'^^

*“®

quae reducitor -ponendo

i~-L-ajr*^^-^by^ et
• • p-4- l

^
. X

" u-=:—ax!^'--!—by*^'.
»-t-i ^

Pofterior 'vero forma euadit

1 ddz I d-dz 2mv^2tn~v .dz

^ jja ^ v//« yaax'*^^dx bby^'^' ^dj

'^aax^>^-^'^dx^'^

M m 3

bby
z—o

cuius
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cuios redu£):io fit hac fubfiitutione

<= -1— -I— et
* M-t-* *-f- 1

''

, JX -f- I ' V -t- I

Vel cum hic tantum ratio inter <z et 6 in compu-

tum ingrediatur, pro priori poni poterit:

et
' 1 ( • -f. I ; a-^

^ ( >i-t- I )fc

vt fiat r-i-»r:zAf‘'+'‘ quo expreffio integralis fiat

fimplicior.

C o r o 1 1. I.

340. Si ponatur in forma priori

minuetur ea vco termino fietque

:

X *’»—
• ddz.ddz - - -uit*.

bbj^^^dy * aa

dz
ii7 )dx‘ ' bby*^'^dy

n am—

I

X «=:o.(2m— i)'aa

Statuatur a~b et capiatur quoque
, vt

prodeat

( tm—t)* x»”^-*z:=o.

Coroil. u
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C A P V T IV.

Goroll.- 2..

341 - Sumatur porro in priori forma
at fiat |ji.-am=-|x,(eu vt prodeat

ddt ddz .

(77-)-
b.by^^ djf* ' aax'*^^ dx* ' bby^' 'dy

dz

P dz

aax'<^' ^dx^ *-®

^uao integrabilis .exlAit
,
quoties fuerit

H— )«)(Qi->-LL<^_L) feu
(

t*. -+- O*.

Scholioiii'.

34>* Largifiima ergo hinc nobis fuppeditatur

copia aequationum latis concinnarum,, quas ope me-
thodi hic traditae integrare licet. Atque hic im-

primis duo cafus confpic-iuntur
,
quorum alter-'

pro motu cordarum inaequali craiTitie praeditarum

determinando eft inuentus
^

alter autem hac ae-

quatione
n a / d d g'\ / d d z \ __ j m r dj^'\ q
bb Idj» ' 'djt* ' X Vdx'

contentus ideo eft memorabilis*, quod in analfli

pro foni propagatione inftituta
,
ad talem formam

‘ per-
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peruenitur. Hae igituc binae aequationes prae cete-

ris merentur ,
\t pro cafibus iotegrabilitatis inte-

gralia exhibeamus.

Problema 54.

34.3. Propofita aequatione differentbU

aa/dde \ /ddz y

cafibus quibus m eft numerus integer {lue poiitiuus

fiue negatiuus
,

eius integrale completam exhibere.

Solutio.
Fada fubftitutione t—[x +^y et u~\x-^yf

aequatio nodra hanc induic focmam

Cum igitur- fit fi- ponamus-;

SB= ),

j.» gg-t-i-y p//'.ax— by
j

(E = A-* 4- F

etc.

Cafus
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Cafus iotegrabiles ita £e habebi^t ,
primo ncgatiui

fi OT—o ;

fi I
;
2 =: 2(-^ 5 S5

fi w=-2i 2zr2(-:S3+ i7S

Ii n=-3; z=a-!SS + ,-i£-,-^®

f. ».=-+; ==a-i!84-^e-r7rf®+.:7:b-'£

fi «=-Si »^SI-.'<,»+£-,S-Er^®+rriir,<E
I^

IO* f* §• 7* 6 ^

ctc.

Tum vero pro valoribus pofitiuis ipfius m

fi OTZr I ,• xz—^
fi OT“’2 ?

—

fi m—2i A*srr2(— j23+;T5€

fi

fi w= 5 i j:*2=2(-;SS-H;7,£-.-:^S-
$» 7n 6 . S

<

(£

lo.f.t.;€

10, p. I. 7* 6 ^

etc.

Cui ergo exprefTioni cafii tn~-i aequatur valor z,

eidem aequatur cafu m=/+x valor ipfius x M*
<%#•

Fol. lU, Nn Scholion.
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S^holion.
344» Valores ipfarutn / et a ita hic aflftimn

,

ut fieret t-\-u:=Xi atque eosdem valores quoque
in fundlionibns adhiberi oportet. Etfi enim '

etiam eft fiindio ipfius ax-{-by
, tamen fundiones

per differentiitioncm inde deriuatae diferepant. Nam*
que fi ponamus

erit diflfereiitiando

vnde erit

f:»JE^=^a<p':(ax-i-by)
,

neque ergo hae fundiooes diflferentialcs fimt aequa*
les

, etiamfi principales afllimtae fiat aequales
, fi-

mili modo erit

f':^-^-^=^aa(^':(ax+bj), et

etc.

et ita porroi

Problema 55.
345. Propofita aequatione diflferentiali

:

4TW

(ddz\ —
/
J dg

)\dy J-^aa-*’ id** J

cafibus quibus m eft numerus integer fiue pofitiuus

fiue negatiuus
, integrale completum exhibere.

Solutio.
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vt fit

Solutio.
Introducis nouis yariabilibus r et a , ita

t— I 1 y et Jf’"*
—

V*— ,(,m— r)a''_ * “— ** .“itim-i )«/

aequatio noftra hanc induit formam

(t^) +
ybi eft

t u~ a:*™—

Pofito igitur
: ^

e {
/':# + F'':a ) j

5D=:a:>’»-'(

£— + j S=ar*^(/^*f+F^:«}

etc.

percurramus prima cafus
,
quibus m a C7phra per

numeros negatiuos dccrefcit.

I. Si mzzo
i

erit aequationis

II. Si tnzz—i
; ob

f= lx"+^y ct

erit aequationis

integralc

F i f:t + F'': a).

N n 2 IIL
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III. Si m—— 2 ; ob

erit aequationis

intcgrale

z=f:t+ F:u-lxhfif+ ^':u) + ^,x^f':t+f'':u).

IV. Si w=— 3 ;
ob

t=ZfX^-i-—y ct u~[x’ -y

erit aequationis

integrate
'

z=f:t+ Fiu-ix^if:t+¥':u)+^x*{f‘":t-h¥":u)

V. Si — ^ ;
ob

r=U'"+—^ et u=lx^-~ty
II « U « ^

erit aequationis

) integrale

g =:/:/+ F;tt- i x^ftt fF': «)+-^ ./>

ct Ita porro.

Proi
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Pro aUcro ¥cro, cjfu_ vbi m Jiahct valorcs'pofititios,

integrulia fequcnti 'modo exprimentur :

l. Si
. feu,

ob t=U—-±j et

erit, integrafe

xT's—/:#-hFi« feu «=:a'(/:/-1-F:«).

II. Si r.t «=>, fca

I I

ob ir:r:‘x

erit integrale

* =: A- (/: #+.F : «
)— * a’(Z': /+ F '*:

« ).

m., Si r.t »= 3 ,
feii (±^)=4|tr>(4^) .

ob tzz\x~'--^j et B=
erit integrale

c =:a ( /; J+ F : « )- 1 A'^
(Z : ;+ F ’«

)+ A-‘
( f'': ;+F''':«).

:

t
^

^

IV. Si fit w--4,'feu

ob et u—\x~’^^^y
erit integrale

a=:A (/: ;+ F: «)- J A' { Z: r+ F'': tt ) + j-fj ( f‘:t+T":u)

-^xhr.t+¥>“:u).
N n 3 Vv
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4

V. Si fit «=5 ,
fco

ob et

erit integrale

*=x(/':t + F;»)-:i’(fi'+F'’“)+.f7^(/”-'+f"-“)

- r7n-<V"‘»+F":«)+r;:fc-.*’(/":«+F'’ «).

etc.

vnde lex
,

qui) has expret^es -vietius coatiauare

licet
,

per fe eft manifefia.

Scholion I.

3 +5. Cafus ifti integrabilitatis congruunt cum
iis

,
qui in aequatione. Riccatiana^ dicta deprehendun-

tur, nouimus fcilicet aequationem hanc

—*wt

dy -{-yydx—ax^”^' dx

integrari poflb quoties w_ eft numerus integpx fiue,

pofitiuus fiue negatiuus. Haec autem aequatio haud
leui \inculo cum noftra forma eft connexa., quod
ita oftendi poteft. Prqpofita forma generali

(^)=x(44^)
pro integralibus [particularibus inueniendis ftatuatur

z,zzeyv
,
\t <0 fit, fuuAio ipfiqs x t<mtu,m ,.erit

’

4* TF'»
tum
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fddx \
,

IV. 287

tum vero (,'^^)= aaef^v vnde prodit haec aequa-

tio
;

in qiia fi porro flatuarur

oritur mada— jp-hppdx; ac fi XiriAa;”"— vt im
nofiro caiu haec aequatio fit

dp-{-ppdX=a ar*"— ' dx,

Aaud temere igitur eneaire putandum efi
,

quod
vtraque aequatio iisdem cafibus integrationem ad-

mittat. Interim tamen ndtatti dignUm occurrit

,

quod cafus m— *o^ qui in forma Riccatiana fit ia-

cillinHis
,
idem in noftra aequatione neutiquam in-

tegrationem admittat. Habetur quippe haec aequatio

f ddz \ — bb— ^/ddz \

/»

ctfiua redudio modo fupra §. 330. adbibito non

fuctedit. Nam ob

^ ,
R o , S— o et T — 0 ,

pro nouis variabilibus ponitur

t=:fp{dx+^-^^) et uczfqidx-^-^);

vnde ob oritur haec aequatio

riiJLi— ' - (^) 1— (— )“o

quae Tumendo

p = i et ? = i

vt fit

tranfit
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tranfit ia

(

ddz ^ ^fdz\
dtduJ «Vif/ Vdu-'-—

”

cuius integratio haud perfpicitur.
1 .

Scholion 2.

347. Aequationis autem ia-

tegralia particularia infinita exhibere licet
, in hac

forma contenta. Cum enim hinc fit:

et (^)“XAa-^— erit

p. pt.A ::r (

X

— I

)

A idcoque

jjL-yX(X- i), vnde ex quouis numero pro X aflumto

bini valores pro p. -oriuntur ‘ita vt habeatur

2:=A B ^.x^-AVVx-o

et huiusniodi membrorum numerus variando X ia

infinitum multipliari poteft. Inierim tamen fin-

gula haec membra atiliuc generaliora reddi poflunt.

Pofito enim
,
videamus an v neceflario

conflans efle debeat : hinc autcfti fit

(If «t

( zr Xa-^-' e^-yv

ideoque noflra aequatio praebet per x*‘e^^ diuifa

p.'p.v+ a K-(j5)+(|^^)=:X(X-i)v+2XA'(^-^)H-xxtf^^^^

Statuatur vt ante pp-X(X-
1 ), fitque

erit

2 0 p— aaX— o fcu %— ivx(X—

)

* ,
vnde

Digitized by Googie



t A-P V T IV.
^

2^9

vndc cuiasqiw membri ex numero X nati ‘forma

. . ' . I . • '
I

^^uo^loaocunque igitur non folum exponens .X fod

etiam quantitates A, B„ varientur, infinita

huiusmodi membra 'formari polfunt ,' quae omdia

iimdtim fumta valorem completum fundionis
^

praebere funt cenfenda. Quin etiam pro X imagi-

naria aflumi pdflunt
,

pofito enim

X—a+bV—t fit pt—p-t-yV—

*

txifiente
. _ ,

fp—qq—aa—a—bbtt
.p.p-\-qq—l/{aa^bb){aa~^^a^t’\-bb)

tum ve# eft

erit

.
^r>vx;Xr-iw-

y — tX-\-

r).

'y)Y

x^=ra:®(cof i.fin,fe/x) et

cof.^ + V’ - I . Cn. y/ )

,

vnde colligitur forma , realis :
. •

Aco{.{b!x+qj')+B(2plx+{2a-i)y)coC.{bIx+qy)—'B'^qI:^2bj/)&n.(bIx-^qy) \
\9( fin.{bIx-\-qy)-^1Pi 2pIx-\-{ia-

1

lyjlin. (Wx+^y)+23( 2qlx+2by)coC{blx+qy)J

vbi quantitates 0 et ^ pro lubitu aiTumere licet,

vnde fimul p tt q definiuntur. Quodfi hic litteras

b et q xt datas fpedemus , binae reliquae a et p
ex iis ita determinantur

,
vt fit

'et

m ilL Oo
qq^bO -4)

hic
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* . .

r.

hic ergo necefle. eft fit qq^bh et qq<*bb-^;
feu qq inter hos ar(flos limites bh et AA-f-' con-
tineri debet flacuotar qz=.c et <,

/•

vt lit !
^ V y>

atqoe s:a—\:=-zcf et p—bf
ex quo forma ' intcgraliuni particularium erit

^^^^{x.{bIx-i^)+i?&f(blx+iy)G.(j;Jx+ty)+ 2‘}Q{clxi-by)cC,blx-^^^

' quae pofito breuitatis gratia angulo

trausformatiir ia luuc
. I i : ' .

•• •

A cof. ( (p+ tt ) + B/( ^ /a:+ r/ ) fm. «P+ (B>

4- Ji( c/j:+^

)

cqf (<P+ P 1

)

’?bi quantitates ^ ^ ^ A , B ^ a
, (i ab arbitri»

aofiro pendent. .

SchoFfan
, f • . -

34-8. Refolutio ergo aequationis-

,. ( 3^)= ^- a^'(^)
,

' inftrtuf potell '^ Tt fingatuB/
.

!

‘
‘

•

*

' Vnde fit
,

"" ’ - s ' i

f .
__

• 1 .i;-' . i •

'

' *>..-•;'• *' -
.

.'
*

’ k:

W .'l O . ^ • i \

kinc«
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Simcqne Vlterias difoentitndo::

(4|r )=x^-’^>(w(2X-
1 )+x(X-i)»iZr4-X(X-t)i55r) tt

Ex quo conigitur primo jji:=yx(X-i)
, deinde

2«VX(X— r)— >»(aX— i) vt fit —— *

J

4t ’* iX—*
«eque eadem ptodit iotegratio > quam modo ante
<^dimns.

.r> » j
'

Oo a CAPVT
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TRANSFORMATIO SINGVLARIS

Problema - $6k

349*

Propofita hac aequatione

ia qua P
, Q , R fint fundiones ipfius x tantum »

cam ope fubfiitutionis

bi quc^ue fint M et N fundiones ipfiui x tan-
tum

, in aliam eiusdem formae transmutare vt
prodeat

:

e:tifteatibu&. E H fundionibus folius_x

Solutio.
Quia quantitates M et N abj> funt immu-

nes erit

0 o quae
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ipiae fbrmt per aequationem , quam tandem reful*

tare afluiaimus , abit in hanc :

/Ji«> \ I ^€^F,dJv^ 1 WiC/(h>\ i WdH ^

4-M-G -t-MH H-NH
-HNF -f-NG.

Deinde Tero pro altero aequationi» propolitae irrem-

bco nofira fubftitutio praebet

:

+ N
hincque porro

d X
-4-N)( ‘'“f*

)

I H
I 1 J N \fd V\ I d dM -•

-t-lfp- -f-

J

5 )-h

Cum nunc Ct per hypothelin;

fi hic yalores modo inuenti fubflituantur
,

Chgu-
hquc membra

; (dx") i « v leorfim ad

sibilum redigantur ^ qtutuar lequentea aequationes

orientur, (cilicet

colligitur aequatio

jVlF=.iVlP

_^+MG-hNF=^i;ii-fN)P4MQ
+ + g-,P+(g+ QfWRi

ex
i 4'v
Vd»«
. ddv ^

Vi5«'/

iii)

V

M dC
> d X*

«^+NH=!^PTa<i+NR
Oo* 3 ex
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ex quibus commodiflime primo quaeruntur P
« Q,

et R. Verum prima dat ftacim Pz=F, vodc fe-

cunda fit

Mdr— >rdii~ 4-G = Q.

Ex binis vltim^^ autem eliminando R colligitur

:

— MddM
^

iNdW
jp

-

et illum valorem pro q fubfiitucndo

:

/)— WMdH MMdC
I
(NidN— MddN^ir.i. tMPdM

^ a d X "T- jp r -r —
HdH

dx
isG

+

fNdM—Mdm tmr

_ »FdM[NdM-MdN)_ «NNPdM
»Ux» Mdx

quae aequatio per multiplicata commode intc-

|;rabilis redditur
,
inueniturque integrale :

i
-

^ • k

Quod fi ergo brcuitatis gratia ponamus Nzi:M/,
erit

^

*

C=H-Gr-Fj-i-l-FrWeu
'

zro. i

Siue iam hinc definiatur quantitas rrr- fiue’ Yna
fiindlionum F , G et H

,
pro ipla aequationer pro-

pofita litterae P, q et R, ita deterrainabuntur,.vt fi^

I. P=F -
.

\

/

,
^ * 4 « Ki»

et
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et cx thima aeqnatione deriuatur

^ NUX liux»-

qui Talor ob N=Ms euadit:
*» — U _i_ dH. _ Gdi __ CdH __ Z££L — I

«yg
jrafx fux*" >TJx*"“ M

M

J H»
dx«

«r cum aequatio inuenta
,

fi differenticun *uv.. >«dn

o-dVL-Qds-sdG- sds-^ssi¥

obtinebimus

m O— O c d MC dO y d dW tf di i

. K— H — ~r Tx" KdTi~ ST ^ iTdW
MMdx»

rdr _ dp d w
Ux Hdx*

Tnde fi aequatio

refolutionem admittat, etiam refolutio fuccedet ha-

ius aequationis

(l-^)=P(Jj#-)+Q(j|)+R*

cum fit

C o r o 1 1. I.

erit

350. Si ponatur M— i vt fiat 5; rrdw+ (“-?)

P=F Q- G+ f-: i ct R=Mh-
neqiitf
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„cque hoc modo vfus iftias redudioais

QU^»niam fi deinceps loco z ponatur fAz^ eiwtn

aequationis hinc ortae refolutio eft m promtu.
^

P. Q r Okl^Li I ioffls

'

(4^)- )-^G(i-;)4-H«

refolutio e(l hi poteftate ,
toties etiam 'huius a»<

quationis

:

( 41^ )= F + (G+H ) ( r! )+(H

+

s -

refolutio fuccedit , fi modo capiatur s ex hac ae-

quatione

inm enim erit z— Sunt autem litterae

-F
,
G ,

H funftiones ipfius x tantum.

Scholion.

3 5 a. Hacc reduftio methodum maxime na-

turalem fuppeditare videtur eiusmodi integrationes

perficiendi ,
quae fimul funftionum differcntialia in-

voluunt. Si enim aequationis pro v datae integrale

fit exiftente t funifiione ipfarum x cty,
ob dv—dt(P‘:t erit (^) := aequationis

inde deriuatae pro z habebimus

:

Deinde
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Deinde fi ftierit generalius >ozzu<^\t fiet:

vnde ratio perfpicitnr ad einsrrodi aequationes per-

Tcniendi
,
quarum inttgralia praeter funiJUonenn

etiam funftioncs cx cius diSerentiatione natas (p-i ^

atque adeo etiam fequentes etc. com-

pledantur. t^uamobrem eperae pretium erit hanc

reducHonem accuratius enoluere.

Problema 5/,

353. Concefla refolutione huius aequationis:

inuenire aliam aequationem huius formae

(i^)=P(T^)+Q.(r:)+R*
pro qua fit

Solutio.
Fa&a comparatione cum praecedente proble-

mate habemus:

F= r , et

Tnde quantitatem / ex hac aequatione definiri

oportet

ds-+- -tsdx-i-if— ^)dxz=io

Vol III. P p qua
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qua inuenta ob j!L, aequatio quaefita erit

fd dz \ .^fddz \ , nuds\ , f n— m »d*\,

(eu loco ds Talore inde fubftituto :

ddx ^— /_ m— « , mc t

inr+ n— 2-r/jar

pro qua e(l <

zzzsv+ i^^y

I. Ponamus primo quantitatem conflantem /=o.
Tt fit

ds~{~ ’!Li^ —stdx— ^=zo
cuius integrale particulare eft s=:'L exiftente:

— a+ OT«—a«—»— o , (eu ag—fw— i )&+ «—

m

ex quo ob ^ oritur hacc aequatio

fd^z\— A
I
mid a\ I lO— m_|_q„

pro qua eft

X ‘ Vd*/

feu exclufa »=a(w-i-a), fi conflet refolutio
huius aequationis

:

pro hac

(4i^ )+ = (t|)

+

erit

n.
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II. Maneat /=o
, et quaeramus pro x Talorem

completum ponendo /—
,

fietque ob

i)a—aaj '\—^}lJj‘^dxz=.o

quae per ar’*"" multiplicata et integrata praebet:

cx'^~"* X

2tt— w-l-i

aa— w-t-i 2tt—w-i-i

hincque

etf a:’"“^~*4-«-w4-x tt

-X) “
ar^xac"^’*-'— i)

Tnde fit *

dt -tt
^

(w-2a-i)(«-aa) •
M1«c«1

dx XX * a:ArCxar"‘~’*~‘— i) xx^cx'^^*^'—

Hic praecipue notetur cafus c—o quo fit

m ^ ^ ® —— — f?l I

i“ dx— Ti >

ita Tt data aequatione

pro hac aequatione

futurum fit

y
— w—

a

—
1 , fivy

P p » Pro
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Pro generali autem valore fit aa — ir:(3 ,, Tt-

habeatur

_a P ds -g (3^p 4-i)

dx~^ xx~^xx{cJ^i}

PP

nde fi detur haec aequatio

fiiv-. — fddvX
,

1 a-t-3-t- t /du
^

'i
^

eius ope rcfoluetur haec

:

ddz ddz dz
.

a(3 (3+i)

?P£_
1 fU-x

cum fit

(3 V dv

III. Rationem quoque habeamus conflantis po-

namusque
,
vt fadlo n~Mm- i-a) habeamus

• * XX • a a

quae pofito abit in

Sit m — 2 a-=y vt aequatio data fit:

et
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«t inuenta quantitate s prodeat haec aequatio:

r
—

'i _!_>« ^ I fttit — t a -hay—y »dJs«
\-dyt )*

fcu

pro qua e(l

—(f +.‘H-+(3-;) .

\bi totum negotium ad inuentionem quantitatis r
icdit cx aequatione

-]-dx=*±dx.
X 0 Q

Hunc in firxm flatuatur tzza— ,,ac- repeaitur :•-

d d 11

dJC»

y d u
' XU X

;d a

a dx
i-Sr=o
a X

cuius dupl.x rcfolutio datur altera- ponendo’

tt- A -h Ra: -h C a;’ -i-D x* -f- E X* -f F a:* etc. exiftente
’

•D_7\ r_ CV—

O

B
. p - tV — QC . £_ (> — «)D_ g.

altera vero ponendo :

u-A. x'*’ +IB C x'*' ^'+D x^ E x'^'+''etc. vbi

73— (v-+->)A . r—— f V- )B

iiy-ht)a
D-—

J ( >-1
-

E— f > d- *)P
«( 74-5 ja

-QC .

-I- 4)0 *

etc.*

quarum illa abrumpitur fi fir y numerus integer

par pofitiuus
,

hacc vero fi negati uus. Qiii va--

lorcs etfi futit particulares, tamen lupra iam oden-

dimus quomodo inde, valores completi fiut eliciendi.

Pp 3 Coroll. I.

S
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C o r o 1

1

. I.

354. Supra autem vidimus (333 ) hanc ae-

quationem

(^)= (

effe iategrabilem fi fit i numerus integer quicuu-

quc
,
vndc colligimus

,
hanc aequationem

:

f ddv \ fddv \ , m/dv\
, a(m— i —

i"»
®

integrationem admittere quoties fuerit vel drjw-f-i
vel «— Jjw—i—

I

,
feu m—ict numerus integer par

fiue pofitiuus fiue negatiuus, qui cafus obm-aa^Y
cum cafibus integrabilitatis

, pro valore generali

ipfius / inueniendo congruunt.

C O r 0 1 1. 2 .

355. Qiiando autem ex hac aequatione fuo*

Aionem v definire licet , tum etiam hae duae fc-

quentcs aequationes illi fimiles refolui poterunt:

f
|d d z \ / dix

' dy‘ ) d X*

I ddx ^ f d dx
'•ay-'—

V

cum pro illa fit

( a — )( w—

a

) „
XX ~ * et

pro hac vero

Coroll. 3.
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C o r o 1 1.

Praeterea vero etiam aequationes alius
generis, vbi poHremus terminus non cft formae
refolui poflunt qui inueniuntur

, fi quantitatis* x
valor generalius inueftigatur, atque adeo conflantis /
ratio habetur.

Exemplum r.

357. Propofita aequatione (^)=(^) pro
qua ejt

*

v=:'7r;(x+ y)-|- 4>:(x-y)
'

inuenire aequationes magis complicatas
,
quae huius ope

integrari queant.

Cum hic fit Fci:i
, G::=o et

» rcfol-
vatur haec aequatio

</x— X X X =:o
et huius aequationis

/da* \_/ddx \ td»_

integra Ic erit

*= xv-4-(fp.

Suinta autem primo conflante C=o
, fit f-—dx

et l= c-x feu x-^-^ atque vbi

quidem fine vlla reflruflionc poni potcfl c=o , vt
hu.us aequationis

inte«
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integrAle fit

«--*( 7T :( AT +/)+0 ^ ^
-J' )

•

Sit deinde C^aa, ct ob dszzdx^s s-^aa') fiet

fl(i + Ae’”)s—a
/+a

ds

zzhc^'** et s-zz.-

4 Aaae’**

i-he
vnde

et aequationis

ddz, ddz.^ 8Aaa^’“

integrate .eft

o(i ^-Ae’**) dv

flt tandem Qz=.—aa et ob dsizdx^aa^^r^^) fit

c:r+i=:Ang.tang.^,

rx

hincque

/=:fltang.(aa:4-6) et ,

quocirca huius aequationis

:

tiiz\— /
« »a

V dy* / ' 31c» • co;. ( a X-C^ 1*

integrate eft

%
J?n.( oK-f-ft)

Exetu-
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Exemplum 2.

35> 9 » Pr<^Mj^a aequatione

'«<>’ '
' T*« / xx^*

Cmt integrate eon/lat
, inuentre aSas em ^ inti^

grabiles.

Pro hoc cafu habemus:

ds—ssdx~{- ( C-4- ji )</x=o

qua reibluta erit huius aequationis

)-*(*+!;)»
iutegrale

*=:xv-4- (J|>

I. Sit primo C=o

,

et cx aequatione

ds^ssdx~\r ^=0
fit particulariter izz), Td PooatUt crg»

j—i+f critquc

hiuc

t X X -+" J
** — 5 «

•

ideoqne

I 1 x( 1 O* -4- »*)

X*
d I

Si;

r«4 IU. eq mde
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vnde huius aequationis

:

/ ddz \ — / ddz \ _ 6 *^) ~
(dy* ! t a..‘ '

(n‘«— *')«
"

intcgrale cft

x(a»— JC' )

II. Sit C— , et polito X— ,*
fit

cui particulariter fatisfacit yt fit

r— pt * — >

cxCe-t-x> dx”^xx (c-t-xj*

atque huius aequationis]

t -jp-

;

— t Tjr ; — (T:;nr7 2

integrale fit

~ — ee-f-« x-t-x** —
Ad integrale autem pro $ completum inueniendam
llatuatur

fietque

o feu
e cc i-t-*ca

hmc
X=zb—U(x +2CU)

ergo
1 (i — X )

e *

W=.—
. 2 C

Tndc
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Tnde

cc iC
^— TT'+' » f * — £-)_ I

et

• ( b — X )

x(e ‘ -i)

307

. i

1(0 X j

atque

^ « ffd,

/

Scholion.

359- Quoniam fupra inuenimus hanc ae-
quationem

:
^

\ djx» l

integrationem admittere
, quippe qui cafus oritur ex

generali forma
( 354..) fumto tn — o, erit pro-

blemate huc translato

^^-ssdx-hif-\-’lL-^^l)dx=io
,

hineque inuenta quantitate s huius aequationis

^ Ty^ )— ( )“!*( 2/-H — 2 x/)s

integrale erit

I. Quod fi iam cap‘amus f=o
,

erit, particula-
riter vcl X—

, vnde quidem aequatio-

Qq 2 nis
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nis integrabilis forma non mutatur.

t
oritur

cuius integrale eft

At fado

»-+• ‘

ideoqufr

et aequatio integrabilis fit

</</« </</« 2jr*’+’)z

xx(g-x^‘)*

II. At non rciedo / fit fietque

— -\-uudx—fdx

quae vt in aequationem differentialem fecundi gra-

dus facile per feriem refolubilen> conuertatur
,

ponatur

' X r d X

et prodit

:

dilr idrvf j.(i i ) r—
d x’ d X XX

fit Vf—a et ftatuatur

f— Aar^'-l~Bar'"^+Cx'"*-*H-Dx''*** ctc.

ac reperitur :

*- » '— sniiTi" » ^- ir.i-M7
^ AJete

quae
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quae abrumpitur quoties i eil numerus integer ne<

gatiuus. Sin autem (ktuatur

r zr: A a~‘ C D jr ctc.

fequens relatio nalcitur

quae abrumpitur quoties i eft numerus integer po-

iltiuus.

Problema 5g.
350. PropoGta aequatione

fddv •\— fddv ^ «a a
q,

V ' V ! «^rToTT-i- 6 ;•

cuius integrale eH r

H tang. ( fl X x-hy )-l- ( •*^~^))

-f-TT^
: (

jf+ )
4- -J-

)

per transformationem hic traditam alia»; inueuirc

aequatione» eiu» ope integrabilcs.

Solutio.
Ponamus breuitatis gratia angulum

,

Tt fit diaz=:adx; et ex §. 351. cum fit F =: i ,

G— o ,
quaeratur quantitas s ex hac

aequatione

ds-ssdx^(C~\- ^)dx=o
«itque huius aequationis

Q.q
in-
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integralc

zz=sv-\-{^) feu

a;=u7Jtang.(u
(
tt; (ar-f-j')-i-(I):(a: ^))

+

s{ir'i (0:4^)+0»; (x-y))

+ Tr":(a:+-^)+(ly';(x^.

Totum ergo negotium ad inuentionem quantitatis x

reducitur quem in finem ponamus

:

/=«tang.u-

fictquc

d t c a d da _i_ d ii*

ix cq/. «Tj? "*
11 u a *• >

ct fada fubnitutione prodit

COJ. u*

d a u

adx*

^ a afin. a*

cq^.w’

+ C +
c»]. u* ’

T^tang.w=o

lam ob

a a /m# u>* —^ • g

COJ» w* cqf. w* + aa
,

fumatur a ita vt fiat

— a.a~\- aa~{-iaa —o.

Capiatur ergo an — o, vt fit

xn-fltang.u-

et pro quantitate u inuenienda haec habetur aequatio

iTJF "h TJx tang.u-f-Btfiino

pofito
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pofito Q.—~aa— nau

feu d d u

d bl*

ob d x~^Jt
a

cuius refolutio noo parum ardua videtur
, inter

complures autem modos eam tradandi hic ad ia-

ftitutum maxime idoneus videtur. Fingatur:

w— AcoHXdj -|-Bcof.(X-}- 2)(i)-f'Ccof.(X+4)u-{* etc.

eritque

d
*

Ju—‘ ~ ^ A fin. X M — ( X —J- 2 J B un>
( X -i— 2 J to

—(X4-4)CCn.(X-l-4)u etc.

Jj?" — X X A coC X u — (X 2)’Bcor(X-f-2 )co

— (X-1-4) Ccof.(X-l-4jM ctc.

et aequatio hac forma repraefentata
^

ij^cof.u-l- w-ha/JKcof.u—

o

dabit :

' ’

I
'

o=:-XXAcoC{X-i)a>-(X+2)'Bcof.(x4-i>-(X4-4)’Ccoi;(X+3)w ctc.

-aXA -

+»A

-XXA “(X+2)’B

-2(X+2)B “2CX+4}C

+2XA -1-2(X4-2)B i

+«c
4-«A +»B

' ‘

'

VBde

Digitized by Googie



C A P V T V.312

vndc X ita capi oportet rt Iit

XX4-aX=« feu X:r— I + V(«-f-x),

duplex()ue pro X hal)eatiir valor. Praeterea vero

fecundus terminus ob «rXX + 2 X praebet: B ~

A

certius Tero commode dat C“o ,
vnde et fe<}uea>

tes omnea euanefcunt.

Sumamus n-=zmm — i vt fit

X^— i-f-OT et Brz— i-i-J2A;
I ^ TTl •

atque iotegrale completum concludi videtur

a =: A (cof. ( OT — I ) u cof (
« -f- x 1 m )

4-2f(cof («H-i )m 4- 5-^|cof.(m— 1)«)
fit

fiet

A=r(»-f.i)B et a=<«r— i)«B

a=:(w4-
1XB+SB}cof(w-i)£o+(w-i}(B+g3)cofi(«H.x )«

vbi cum binae conflantes in vnam coalefcant
, hoc

integrale tantum eft particulare ex quo autem dein-
ceps completum «lici poterit. Cura ergo fit

fir=^tan£.«+ fw«i-.,Yrfajm—
,
.w.

(W-f-lW«(»l

—

iJm t (1»—| JM

pro aequatione:

adu CM *•**"+"

lUad

'I

l
‘

I
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Illad autem integrale inuentum ad haac formam
reducitur

tane M-u f'"’"-'
« ° ' ai -1- taag- m u lang. w

quae expreflia fubftituta illi aequationi egregie (a tis-

facere deprehenditur. Scribamus eius loco 9 , ac

ponamus ^=0+^ pro integrali completo eliciendo,

prodibttque

:

— — — — — o feundu t tt

i/r -V- 20 r (/o) -f- — o.

Erat autem modo ante

©=i-=-tang.«-^
,

Tnde

/0^u=/cofu-/tt et

qui eft multiplicator pro illa aequatione
,

ficqne fit

I cqf. c** p rd h> «jf. M*

u IL ^ tt U

at eft

«—

2

wcof.OTWCof. w+ 2fia«ufin.u
,

ideoque :

;
» A—f

cuius poftremi membri integrale deprehenditur

—wfang.aiM-fJanfjM —mfln(may-t-tmgMX>f.mui

m(mm— i Xoi-f-taag.mvtaBjaa) TH(m7Tt

—

iXnKoJ.mby-t^in.miiitatiM)

ita vt fit

f — A _i ttf.vulmgM—mJfe.nriA

(<Bcty.inu^/iibm«4a«{«)*
~~~ «(quit—

ro/. III. R r leu
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feu
1 —. w(tnm—

O

* ~ idmcij.mia -t-cq/:jnu;a 7^ ;o. nu)( nzoj, tu fiUdSMg^

cui nddatur

0 — tang. u f tn «I — I ) fit, m (t

m coj. mu -t-jm. m u ianj> u

vt prodeat ~ eritquc

— tang (i) + (<mw—iXC/ri.mu-t- rof.mu)

C I iiw an^.u— n/t binu

£ fam— I—'ang*i’)'C//n.mu-(-c9/.mu^

—

mlangM'C«>f. nu—Jin.mu)
a CJmc^.Tiu —m;in.viu

C o r o 1 1. I.

35 1. Hic praecipue notandum eft huius ae-

quationis

integralc particulare efTe

KrrwcoCajcof. w u -f-fin.wtofin.o)

aliud vero integrale particulare reperitur funili

modo

:

u~ni fin w 0) cof. u — cof. m u fin. to
,

nde concluditur completum

uzz h{ m cof m u cof lo -4- fin. m (o fm. u )

-p B ( M fin. m co cof u - cofw co fin. u).

C O r O 1 1. 2 .

362. Si hic ponatur

ArzCcofa et Bzz— Cfin.a

hoc
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hoc integrale completum ad hanc formam redi-
gitur :

^ «=C(wcor.(»;&34-a)coru-f-fin.Cwco+a)fin.w)

.quod quidem ex intcgnili particulari primum in-
vento ftatim concludi potuiflet

, cum ibi loco an-
guli »7u feribere liceat nua-^a..

CoroJI. 2 -

'

3fi'3. Hinc mulco facilius reperitur valor

—zr— tang, oj

cum enim fit

d Ili
r^nn*^C77Ci] —J“flt^cof»oj

erit

hinequ

—~— tang. (0+ fniTH—

d t

o d (|>

d s ___
“cuU x*“cty.w* (mco/,^mu -^a)coJ.ta -(-/tn -(

m

u-4-dc)/i«.u)*- • • —/-V—

et aequatio
,

cuius integrationem inuenimus
, erit

eiusque integrale colligitur

^
— mag'T»Jin.(r-.[o-)_gy„i.y ^coUnu x-a)carj.,\ t .

,

nicoj^ rnu--^^,c:;f^a-t-//n^r, u-1-a'Jttuu l

exifteute u—ax-]-B.
4-(7r":(x+;/j4(f)«;(A:-y))

R r s Scho-
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Scholion i.

364. Omaino memoratu digna eft integratio

huius aequationis

tangj u-+-(wm-i)a = o,

Tndc occafionem carpo hanc aequationem generalio-

rem traAaodi

:

quam primum obleruo pofito

^=.—(2/-+- 1 )<^ w tang. (u4- ^
vt fit

a coC u * v

abire in hanc formam

:

ii» __ tang. u4-(^— 2/— I jvrro

ita vt fi illa integrabilis exiftat cafu /— »

,

intc-

grabilis quoque fit cafu’/——»—** I**** ill*

aequatione ponatur

tt=Afin.Xu4-Bfin.(X4-2)oj+Cfin (X4-4)«

' 4-Dfin.(X4-<S)u4-ctc.

et fafta fubftitutione in aequatione:

, L^cof.u i-
—

®

au* * a u»

repe-
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repcritar

-XX Afi.(X-
1)w-(X+ 2)*B(L(X-|- I )tt-(X++)*Cfi.(X+ )’Dfi.(X-h5 ]m

-aXA/ -XXA -(X+2)’B -(X++)’C

+Ag +aXA/ +2(X4-a)B/ +a(X+4)C/
-2(X+2)B/ -2(X++)C/ -aX+tfJD/
+Ag +Bg +Q
+Bg +Cg

Oportet ergo fit g:=XX-i-2X/ tum tero coefficieo-

tes aflumti ita determinantur

:

Statuamus ergo grrw«-//, vt fiat X=m-/, et

aequationes noflrae fint

^ H-^tang.u-4-(ww-//)tt=o et

Tu? tang.«4-{ wOT>-(/-i- z
) }v~o

exidente

«— veonu^"**' feu v=
'cof.u^"*"‘*

Quoniam nunc feries nofira abrumpitur, quoties cft f
numerus integer

,
percurramus cafus fimpliciores.

1 Sit f=o ,
erit

X—w et Bzzo, Crro etc.

idcoque

• u— A(\n.m<ti et
coj. u

R r 3 II.
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II. Sit erit

y^zLtn—i et B= , e— 0 ctc.

ergo

L— («74-i)(in.(«—i)oj+(«-i)fin.(OT+i)u et vz^

(eu —— wfin. wucofo)— cof.OTU fin. ci).

s a

III. Sit /tra, erit X“W— 2, et

B_»(m— »)A. — i )B_ (m — i) (m — i )A. oetr
m -4- ij

’ ^ a ( m *t" » ) l -t- ' ) ( T) ’ "

hinc

^ (»1+ 1 )(w+2) fin. (ot— 2;Cd-I- 2(w—2) («H-a) fin.wu

4-(OT-i)(w-a)Gn.(>«+2)u indeque

feu JLrr(»;w f a ) fin. w u cof au+ a(»»w- 4-)fin.»/u

— 3 wcoCrowfin. au*

IV. Sit /=3 ,
erit X=rw-3 et

U_af™-i)A. ^ D - IC
; £= O ett

•Ergo

:+(w+iX«+ a)(m-h3)fi.(>«-

+(w- i){m- 2>OT-3)fi.(«-t-3)«+3C'»-aX««-5>)^‘-('”+*)“

exifiente

V.

•V
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V. Sit /—4 erit X~w — 4 ac reperitiir :

X'» 42)('»43'('»+4)fi.(w—

4

)oj4-4(w+ 2)(w-l-3)(w?n-i

+(ot—

I

)(;a- 2 )(ot- 3)'ot—4)G.(«-}-4)w4-4(/»-aXw—

2

)<i)

9)(w/«— 1 5Jfi./ao)

cxiflente v =

vnde ratio progreiTionis per fc eft manifefta. No-
tari autem coniicnit fi pofuiflemus;

Acol.Xu-i-Bcof. (X4- 2 )(i)+ Ccof. (X + 4 )
w 4-ctc.

casiem coeiHcieiuium determinationes prodituras fuifle

cx qua hi duo \alorcs coniuniii integrale com-

pletum exhibebunt
:
quod etiam ex forma inuenta

colligitur
,

fi modo loco anguli wu generalius feri-

batur ?«u-l-a.

Scholion 2.

365. Pluribus autem aliis modis eadem ae-

quatio
4“*“- -i- ^^^^taaig.(iJ-i-gK==o
d W* * ti w

tradari et cius integrale per feries exprimi poteft ,

vnde alii cafus iiitcgrabilitat s obtinentur. Ad hoc

primum notetur pofito fore

i-“— Xfin oi^^—col 0) hineque
d ui

^tang.ta—Xfin.oj^ et

^^-X(X -
1
)fin.ai’'~'’cor.aj’-Xfin.u^zX''X-i)fin.u^“’

^XXfiii.oiX

Hinc
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Hinc fi ponamus

:

ttrA fin. 4-B fi 0.u^‘+C fin. D fio. -i- etc.

fjAa fubfiitutione adipifcimur

:

o=:X(X-

1

)Afi.w’^-’+(X4- )Bfi-w’^+{>^++X^+ 3)Cfi.«’‘^’+ etc.

—XXA — (X4~2) B

+ aX/A +a(X-fa)/B

+gA +gB

vnde fumi oportet vel X— o vel X— i, tum vero

erit

»X/— s ^ . p—.(X-4-j)*— a (X + a)/-S
)(X-+., )

» —
( ^ -4" 5 ) ( X -f- 4)}

cafus euolui conuenit
'

0II< X— I

=«A
I • 1

B=^'-’^-«A
2* t

Z, 4
C_,-6/-g3

4. 5

.
« — 1 f—gr D— as — 'o/—

g c
5. 6

^ ~ 6.7

, T)
7’ •

». p

etc. etc.

Integratio ergo fuccedit ,
quoties fuerit g—ii iif

denotante / numerum integrum pofitiuum. Quare

cum pofito tt— veoGu»’^-**' aequatio transformata fit

ddv » ( />- I ) J t» E~“^f—

O

haec ideoque et illa erit integrabilis quoties fuerit:

g — (i+ 1
)*4- 2 (i 4- 1 )/

quos
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quos binos cafus ita vno compledi licet
,

vt inte-

gratio fuccedat dum fit iif.

I

Scholion 5.
»

355, Eidem aequationi adhuc inhaerens
,
cum

polito «= COf.(j)’^ ,
fit

X cof. 0»’^'“' fin.u

,

ideoque

l^tang.urr—Xcof.u^*+Xcof.u^ et

^= X (X- 1 ) coC -XX cof. ,

fiatuo

:

u= Acof. w^+B cof 0)’^-^-’+ Ccof. D cof. u^-^+ ctc.

ct faAa fubftitutione orietur :

^orX(X-i)Acof.w^-'H^X+2)lX-4-i)Bcof.«^-K?^+4)(X+3>Cco^’*“

-aX/A -XXA -(X+ 2 )’B

- 2 (X+a)/B - 2 (X+ 4 )/'C

+ 2X/A +2(X+2)/B

•
, +gA +gB.

Oportet ergo fit vel X= o vel X— 2/-+-X
,

tum

vero

i»_ XX— .X/— g A . r- f>-n
i3-(-x-+-,):x-+-.-T7)^* — (XH-otx^j— «/)

' •
. V9l 111. S S «
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et ambo cafus ita fc habebunt: •

X—

o

vA
1 ( > — »y >

fB
*( >— » /)

di — 2j) ^
etc.'

X=2/-l-x

R— -4-»/— S A

C— g n
( I /-+-0

41 »./ -t- n
ctc.

Ex priori integratio fuccedit fi g— ex

pofteriori fi g=(2/+i )’+ 2(2/+
i )/, qui ca-

fUs cum iis
,
qui tx transformata nafcuntur iunAi,

eoJem redeunt ac in §. prate. iimenti. Omnes ergo

haiflenus inuenti integrabil itatis cafus huc reuocan-

tur vt pofito g— mm—ff^ fif vel

hoc eft vel f—zh* /—
tcrum hi pofteriores cafus etiam ex prima relolutione

( 354.

)

fequuntur
,

vbi feries quoque abrumpitur fi

X—-/, idcoque g-»im~ff-ii-2if ergo i-/=+ nt,

et transformatione in fubfidium -vocata f~-\- i -h m.

Contra vero cafus primo inuenti in refolutionibua

pofterioribus non occurrunt.

Problema 5p.

357. Conceflli huius aequationis integratione

= )+H®

inuenire aequationem huius formae

:

pro*
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pro qua fit

tbi F , G ,
H

; P
, Q , R J et r

,
!• fuot fundio-

nes ipfius x tantum.

Solutio.
Cum fit

(
d dz d*v

(

a yt )— {> d A* dy* ^ ^ dx dy^ *'*<ijf*

(^5^)=F('^)+G(j^)+H» erit

i^)=F(S)+g(«^)+ S(S)+|»t- etc.

"4“ G + H

(ddv \,ddGfdv\
,
dda

'dx* dx ' dx^ f' dx^ ' dx* ' ‘ dx* ^ ax> ' dx‘^

+ G 4. jdO^ ~dr

+ H.

4-^ dx

Deinde vero ob

e=(^H+ re-|)+ri> fit

(2-:)=(iS)+'-(^) + fi(2)+r> «
+ X

tdrrddv \\ddrfdv\tddt
d x vZ*S“/”*'<ix»4dx/'*"

+ X

'41? ^4-
dx» dx*

V

I j d j^ dx *

His iam fiibftitutis neccfle cft ,
Tt omnes termini

Jlltai per (-1:), (g’), (Jrf). (j|) et v Icor-

S s 2 fim

V
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ex
d* V \

dx*
'

/djv,
'djc* /

f ddv \

Ua* /

iii)

V

J14. C A P V T V.

fim euanefcaat vnde fcqucntes refuUant aequationes;

I. F=P
II. G-f-’-^^^-+-Fr=Pr+Q

III. H+’g+^+Gr+'^+Ff=PCj+s)+(i>-+R

IV. !g+«+Hr+'fi+G/=P(;.^+S)+Q.(H-t)+Rr

1

+H^=P«-+Q5l+Rr.

Ex prima fit P:^F ex fecunda QrxG-P--^, et
aar. -JB jPar

tertia —« "T- "JJ- d IcT i>dx ^ dx‘ dx »

lores in binis vltimis fubftituti praebent;

qui va-

jdH

dx
I

ddG rdC—C.lr __ rddF
"• 3x* dx ~ dx*

adP^r -idP—aPdt

dx dx^ «* dx

rrdF-4-aPrdr __ Fd^— O Ct“t“ 3x "Sx*

ddH I rdH sddF-adFdt-FdJi __ aidC^C^
.
^ndP^aPdr)^ ^

siT + ai» dx -t- dx

quarum illa fpoute eft integrabilis praebens:

a H4- - Gr-

-

a F X-+- F r frrA ,

deinde binis illis aequationibus ita repraefentatis

dd. Fr ad.Fi d. Frr _ dd.G d. G r _i_ >d H — _
““

d X» d X d X
’

' ^ d i» dx d x

__ d d- Fi I t d. F r r __ aidC — Cdi 1 rdH ddH— q
d x’ r • d X d X ' d x “ d x»

\el adeo hoc modo
‘ “•

d_£ic-Frj ^ ^ (G _ F f
)
4- 2 1/. ( H- F r )=

o

dd.tH_--F_ij-^2F fdr rsdF-Gd s-2tdG-\rfii^—0

'vltima
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tltima vero ita rcpracfcntari poteft

^-^?^-2r^.(G-Fr)-^r(G-Fr)+r^.(H-Fr)=:o.

Quod fi iam prior per H — F r haec vero per

— (G— Fr) multiplicetur fumma fit

-(G-Fr)(H-Fjyr:;o

+ a(H-Fx)*/.(H-Fr) - KH-Fry.(G-Fr)

+2x(G-Fr>/.(G-Fr)+(G-Fr)Vr -r(G-Fry.(H-Fr)

cuius integrale manifefto eft

H - P£_) <*•/ o

-

fzi- H - P.) ^(H-Fr)'+(G-Fr)V

-(G-FrXH-Fr)r=B

integrale autem prius inuentum efi
‘

^iI^Il2-(G-Ff)r4-2(H:-Fj)-A

quae per H— Fr multiplicata et ab illa fubtradla

relinquit

- (o=rrjdjH^ -{H-Fr)'+(G-Fr/r=B-A(H-Fr)

ficque habentur duae aequationes fimpliciter difFe-,

rcntiales ex quibus binas quantitates r et r definiri

oportet
,
quibus cognitis etiam funftiones P, Q et R

inuotefeunt.

Coro II. I.

368. Si fit F— I ,
G=ro et H=:o, aequa-

tiones inuentae
,
erunt

-.|T4-rr-ar=« et ~hss= i> t

S s 3 vode
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Tode dx eliminando fit

r f r .

ar
s r d f .^3

C-+- 1 * — r r

cuius refblutio in genere vix fufeipienda videtur-

Sumtis autetn conflantibus czro et i— o aequatio

pofito s—rrt traotit in;
dr ii—rr *

r d f • I f d r_f f — t

d r ,/-• d7'-Tf^ »

Tude Ct

d r d f { I — it ) —— dt
r ~~ H s t— I )

““
t

r n »>-)
- hinc

dt
rr^. > et

Coro II. 2,

3 <?p. Pro eodem cafu fingulari ponamus
j/— I — «*

,
vt iiat

et
I > -I >4-U

lam ob fl=o eft

dx— d r

rr— 3 t r r ( 1

d r— d « .^ 1 n d II

r r j a u 9 %

vt fit

dx=r±!i-
a uu hineque

aa: et ter:

j d r
at

vbi
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vbi quiJcm falua gencralitatc fumi potcft

G = o et « — — ,

Tnde fit

r — fadlo
Z* -f- c*

Tandem ergo colligitur

Pzi
,
Q:=o et

C o r o 1 1. 2 -

370. Propofita ergo aequatione

cuius iutegrale efl

huius aequationis integrale afiignari

/ d dz \— / d d z \
I

6 z C » e»— z»)

Wjy* ' ' dz* ^
* (c*-t-z*)*

poterit

:

z

eft enim

/ d < i> N _ J X X (dfst 'J‘at^—
' az* ' c* -Hz* 1 d z'^ c* -+- z*

Scholion i.

371. Haec pro cafu

F = i,G = o ct Hrro

multo facilius atque generalius computari polTunC

pro quocuuque valorc quantitatis a, duna fit b~o,
tum
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tum enim altera aequatio (latim dat

d xzz. hincque

=^ et x-^,
ex quo prima aequatio hanc induit formam

Ponamus x— -7, fiet

dt-^^-^^—ttdx-iradxzzQ

cui particulariter fatisfacit

'Statuatur ergo

x = ViH-* +i
ac prodit

:

du-^-dx-^-^iudxVaz=:o ,

quae per muliipl. et integrata praebet ; .

''''«+
7
^'“’"= T7T -

ideoque

2 V a '.Va
et

ne'
.

- ’+*,/ n+f’*’'- .

ax{n-e^'f‘^)

n{xY a-{-i)-{-e^=‘'''‘{xVa-i)

ac
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ac propterca

s~-
— fl(«—

tum ^ero poftrcmo

Pzr-i, Q.-0 ct R=-i^=-2rr-*f.+ 2fl feu

_ — — 4 « axx —in
)

~~ [n{xVa-h I Va- 1 )f

.
— 2<g(«— -4- 8 « axxe'^*

“ inixya+i)+e^''‘‘{xVa- i ;)*'

Si iam fumatur a euanefcens et «—
formulae ante inuentae rcfultant. At 11 a (It qiian-*

titas negatiua puta a——m
,
capiaturque

repetitur

y— — —minxt<>/.fnix-4-V)

Pxjtmx-t-^ui.inx—mxioco/.Tix—^ii.nuc} cq(.[mx-(-Y;-mxJin.xfnx-(-‘)4

'

Ct r—— m m co/. ( m X -4. 7 )

coj.(mx -i-y

)

— m »/m. ( mx-f-7)

indcque

1^
_ 1 mm(eof, Imx .y). m mxx)

(coj.mx^y}-m xjm . ( mx -t- 7 )
j**

Quantitas R reducitur ad hanc

inaaxx— 2 a(ne~^^^— e*^“y
^ ~~

( «C I +a: V I -xVa)e^''^
quae forma fumto a valde paruo abit in

^inaaxx-ia{n-i-(n-yi)xVa+^^axx-^^i^ax*Va+ttc.y

(«-1— 1

1

}ax‘Yaf
^ *

Fo/. ///. Tt Sta-
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Statuatur »—
n-irzpaVa ct

AV*1 f

8naaxx—2a((^a'^a'-^xVa-(^aax+^^^^—iax v^a)*

(pjya~ ipaaxarVtf-b «/

•vbi numerator fit

8aaxx+8pa*xxya-2a(ppa’--.t^ax--2pfia*xVa)

~^4.axx~i~iaax*

•?bi cum termini per a a afFedi fe deflruant ,
reti-

neantur ii foli qui per a’ funt aficAi ,
erit idem

ia deuominatore obferuato

:

^S^a*x— fa’x* 8jr(p— I**)

' "" (p+JJr*/.

quae iam facile ad formam

p 6 < f 1 c* 3C * )

( C» +. ** J»

reducitur fumendo

3 (
3 r=ac* \t fit p— 5 c*.

Quare hic cafus oritur fumendo a euauercens et

nzz 1 jf^aVa.

Scholion 2.

37a. Cum euolutio folutionis iuuentae fit dif-

ficillima
,

neque vlla via pateat
, quomodo ambae

quan-
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quantitates incognitae r et x cx binis aequationibus

erutis definiri queant , in fcientiae incrementum

haud parum iuuabit obferuafle ,
idem problema

,
per

repetitionem transformationis in primo prohl/*m-

QUOQUe lolui po(Tp, nrone oroind** **

careDit nas duas loiunuuc» luic» c« cumparaffe. Pro-
pofita ergo aequatione

ponamus primo

ac p ex hac aequatione determinetur :

F </p -f- Gp </ar— Fp/) </JT4- (C— H
)
</Jt— o

ac tum illa refultabit aequatio

(^)^F(^)+(G+g)(^P+(H+32-%t2 ,^
Nunc pro hac aequatione porro transformando fta-

tuamus fimili modo

im Tt fit quoque

2=( )
+ +

et quantitate q ex hac aequatione definita

fdq-\- (G+g ) qdx^?qqdx+ (D-H- + H^.’>^]dx:io

orietur haec aequatio:

T t a cuius
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cuius quantitiucs P, Q, R ita fe habent:

et^ a X

R— H -f- -|- 4£f _ »Pd<7-^<fr

Cum pran <Mii»:onc. mnif».-:- • • • -- — » T— ...

poftremum problema fuppeditauit y
in quo cum

ftatim pofuerimus

:

erit vtique

r—p-hq el

Tndc quidem flatim valores pro P
, Q et R mani-

fefto prodeunt iidem. Verum multo minus appa-
ret

,
fi pro r et j ifti valores per p ct ^ fubfii-

tuantur ,
tum illas binas aequationes

:

‘*-%^>-(G-Fr)r-^a(H-Fj)— A et

( c-Prjd.rH-F.)
+ (H-Fr)-(G-Fr)*x-A( H-Fx)~B

ad eas quas ante inuenimus reduci

:

W+Gp-Fp?-H+C=o et

g+CG+2)?-F?j-H-g+!«^+ Dz;o

ita vt hae conflantes C et D ad illas A et B cer-

tam teneant relationem. Interim patet has poflre-

mas aequationes multo efle fimpliciores
, dum prior

duas tantum variabiles p ct x compleditur
, inde-

que p per ar, cuius F, G et H funt functiones datae,

deter-

/
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determinari debet
,
qua inuenta quantitatem q fimili

modo ex altera aequatione elici oportet. Verum in

ambabus fuperioribus aequationibus binae variabiles

r et r ita inter Ic funt permixtae , vt nulla mc-
duas* tantum variabiles perueniendi habeatur. 'Cum
igitur certum fit priores folutu difficillimas ad po-

ftcriores multo faciliores ope fubflitutioiium affigna-

tarum perduci polTe ,
fine dubio methodus hanc re-

dudionem efficiendi haud contemnenda fubfidia in

Analyfin efib allatura videtur.

Scholion

373. Cum adeo confenfus harum duarum

folutionum maxime fit abfeonditus, cafum (peda-

lem accuratius perpendi expediet. Sit igitur

F= i , G~o' et H=o ,

ac binae priores aequationes inter r et r has induent

formas

:

I. +rr—

A

et
dx *

II. rrr-l-A/rrB

pofleriores vero illas:

III. ^^-pp-^Cz=.o et

IV. = o

T t 3 quas
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quas cum illis certum eft ita cohaerere Tt fit t

r—p-\-q et

Vt faltem confenfum a pofteriori agnofeamus
,

fit

m m ^ f p
’

a(=4,ang.tang.^ et pnwtang.wx.

Hinc cum fic

*^—mm~^pp erit

s—tnm+pp^pq-:=:mm+pr~m(^m-\-mng.mx)f

qui valor in 1. fubfiitutus dat

— aOTftang.wr— SOTwrrA, fcu
“ * ,1

|^= rr— awrtang.wa:—aww—

A

fecunda vero ob

co/. m a»

abit in

:

tang. mx =imr lang. m x — i mm rr taog. m x*

—w(A+ awm)rtang.wx-w*-A«m+B

ex quibus dr eliminando fit

B — A w m -+- tn*.

Pro quarta vero ob

?= wtang.OTX

,

rcful-
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rcfultat

:

^
awrtang.mx—»i«—

D

ita Tt fit

D — w w 4- A.

Confenfus ergo nofirarum aequationum in hac con>

ftautium relatione confidit vt ob mmzz—Q fit

•
. D=A-C et Br:-C(A-C)=-CD.

In genere vero etiam eaedem relationes locum habent

nam fi III. et IV. in ynam fummam colligantur ob

C-hD—

A

et p-\-q^r erit

+Gr+ 'S + •||J+A=(»

cum vero Ct .
fit

-j-Gr— F ff— 2H+ aFr+ A“0 fcu
ix

-(G- F r
)
r-4-

2

(H- F /)=

A

qnae eft ipfa aequatio prima. Porro aequatio III.

ob dat

Fr-Fpr-hGp-H+ Cr:o feu C-H-Fr-p(G-Ff

)

quarta vero reducitur ad hanc formam :

”/ + Gj+ ’j‘^-Fj?-H-4S+Fr-F??+S+D=o

feu
dAVr-G) 4-o(G-Fr)-H-+-Fx+ Dr:o

d X * '

hincque

D— 4-Jc-yjL> -o(G-Fr)4-H- F r
d X •

ex
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ex quibus concluditur

:

CD= '»=!f
y (G - F r ) (H- F X )+ (H -F r )•

_ pjo^ir^PO
y (G - F r)‘-/» {G- F r

)
(H - Fx).

Ex fecunda vero habemus

;

B— t e — Fr !d.(H— Pt) _ ( H — P5 )d. (C— Pr
j _ f H— F X )*

dx 'd X ' ,
'

+{G-Fr)(H-Fx)r-(G“Fr)‘x

quibus exprelfionibus coniuiuSis fit

" CP->- B rf. t H — p t

)

_ pd.(C — Vr) _ dp fC— Prt

C— Te r d X d xi 3"x

d.f H —PO— <i.»(C— Pr)_ Q
dx ““

fiquidem eft

C:=H-Fx-p(G-Fr)

,

cx quo etiam in genere eft

B=-CD et Ar^C+D.

Interim tamen hinc non pcrfpicitur ,
quomodo ex

aeqq. I. et II. binae reliquae III.' et IV. deriuari

queant.

Scholion 4.

374. onti^iibus his diligenter penfitatis mani*

feftum fiet totum negotium ope fubftitutionis fatis

fimplicis confici pofle. Quod quo facilius ofteoda-

tur
,
ponamus breuitatis caufa

G-Fr=R et H-Fx=S
Tt

Digitized by Coogle



337. C A P V T V.

Tt habeantar hae daae aeqnationes

:

II.

ex quibus duas quantitates R et S erui oporteat

,

dum F, G, H funt fun^iones quaecunquc ipfius ar, at

A et B quantitates conflantes. Ad hoc adhibeatur

illa fubflitutio S:r:C-l-Rp ita adornanda, \t binae

illae aequationes coalefcant in vnam
,

in qua prae-

ter X vnica inCt noua variabilis p deinceps per me-
thodos cognitas inuefliganda. Hinc ob

dSzzKdp-\-pdK habebitur

is
CdK H RR I CCR i CRB»
T5 F 1 F ' F-

-CC-aCRp-RRpp
Tnde primo eliminando dR concluditur

:

B4-AC=^|^ -l-^ +CC- «f5 _RR/,p

dummodo ergo conflantem C ita alTumamus
,
vt fit

CC=:B-+-AC, per diuifionem etiam ipfa quanti-

tas R tolletur
,

refultabitque haec aequatio

:

cuius refolutio ad methodos
,

jnagis cognitas per-

tinet. Cum igitur illa methodus maximi fit mo-
menti , fequens problema

,
etiamfi ad primam

FoL ///. V Y partem

Digitized by Coogie



'338 C A P V T V.

partem calculi integralis'fit referendum, hic adiicerc

operae pretium videtur.

Problema 6o,-

3
*

75 . Propufitis huiiisinodi duabus aequationi-

bus diffcrentialibus :
'

I. o=-^+F+ Gy+Uz+lyy+Kj'S+Lzt
II. o=’/^^^+?+(ly+Kz+Syy+Tjz-\-Vzt

'^1 P» G, H etc. P, 0^, R etc. fint fundiones-
ipfius X

, methodum exponere has aequationes fi-

quidem fieri licet
,

refbludndi,.
.

^

%

Solutio..
Methodus indicata in hoc confidit

,
vt ope-

fubditiitionis 2— a-hyv ex illis . aequationibus voii
elici queat duas tantum variabiles a: et v implicans..

Quoniam igitur ed.
• t • •

ydz—zdy:=zyydv—ady’

ex I.<74-II. nafeitur. haec aequatio:-

b~2i^|^+P-l-Qy+R2+Sxr+Tx5+Vs2'
’’

+a¥ +aGy+<illz+a lyy+aKyz+aLzz

:

quae loco z fubdituto.valore a-\-yv ita exhibeatur,

,

fecundum potedates ipfius y
+/(P+«F+<R+flH)-f^a(V+aL))

+>' \Q+aG-\-v[ R+aH)+fl(T-l-flK)+afl'y(V+flL))

4:y*(S-i-fll+v(T+flK}+<P‘i;(Y+«L))
nunc--
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nuncquc efficiendum eft
, yt tota aequatio per yy

'diuidi queat
,

ideoque partes pe^ ^ et j-' ‘

afiedae

euanefeant. Ex parte ergo fieri oportet:. .

'

P4-flF-ha(R4-aH)-i-flfl(y 4-flL)n:o

cx parte autem y\ quia v cft noua yariabilis in

calculum induda hae duae conditiones nafeuntur
:

' '

G ( T K )

o

et

vnde prima dabit

Conditiones ad illam redudionem xequifitae funt

Jiae tres :

I. P+atF-fl«(V+flL)=:o

II. Q+flG+tf(T+«K)= o

III. RH-<rH+aa(V+<iL)=:o

Tnde Tei P
, Q et‘R \el F ,

G et H commode

definiuntur.

His autem conditionibus fkbilitis totum ne-

gotium ad refolutionem huius aequationis reuocatur

:

o='*-H+S+«I+v(T+flK)+vvCV-lflL)

quae duas tantum continet variabiles x et v ,
ex

qua u per X determinari oportet. Cum demde

pofito » = a-l-yv prirna aequatio induat, hanc
^

• V v' 2
' ’
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formam t

Q— + aaLtr)

-hXr(I+ Kv4-L«rv)
fecunda yero iftam

+P+aR+fl<yV+:y(Q4-Rv+«T+!MVo)

+xy(s 4-Tv+Vw)
feu hinc fuperiorera per yy multiplicatam fubtra-

hendo

:

4-P4-<*R-l-tfaV+>(Q.-i-Rv'f-»T4ratfVv)

—//(I«+aKv-4-aLv«)i
quae quidem cum illa congruit

,
vt natura rei po>

fiulat.

C o r o 1 1: r,

373 . Si erga huiusmodi binae aequatione»

fuerint propodtae

0=^ + F+-Gj' + Hi!+I^/+K>'5:+Latr

o - —nF—a Gj^—

a

H «+ + Tj»«+V «2

+fl'L— aaaLs

M-flflV— flT>—

2

<jVs

iiflo z—(i-\-yv primo refolui debet haec aequatio t

^ +S+4l+vj[T-irflK)+w( V-t-aL)"

ynde
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Tnde definita v per x hanc aequationem traiftari

oportet

:

o—^+ F +«H4-<raL+j'CG-f-flK)+/)'(T4-K‘i7+Lw)

+ vr(H-h2flL)

quo fado habebitur quoque z— a-^vj.

C o r o 1 1. 2,

377. Si F“A, K=o
, Lcro , H—— 2^,

V zizb et Tr: —G cafus liipra 374.. tradatus reful-

tat
,
harum aequationum r

o=^ 4- A + G/ - a I>7

_-flA4-S^>'— G; z-{-bzz

•\-aah

vbi G , I et S funt fundiones quaecuiique ipfuis x
\

•

et refolutio ita fe habet, vt pofito z—a-\-yv bae

aequationes fuccefiiiie debeant expediri :

o—^ + S + flI—Gv+i«<y et

orrl2 4- A— aa^+;'(G—

+

V V 3 Coroll. 3.
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C o r o 1 1. s-

378. Euidens eft poftremam aequationem

nulla laborare difficultate etiam in genere dum fit

prioris autem folutio in promtu eft fi fit vcl S+flTi;Q,

Tei V+ flL=:o.

^ CALCVLl
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CAPVT I.

DE •

RESOLVTIONE AEaVATIONVM
SIMPLICISSIMARVM VNICAM FORMVLAM
DIFFERENTIALEM INVOLVENTIVM,

I

Problema 6i.

379 -

ndolcm fundiionis binarum variabilium x it y
indagare

,
fi eius quaepiam formula differentia-

lis tertii gradus euauefcat.

Solutio.
Sit z fundlio illa quaefita

,
ct cum eius fint

quatuor formulae diS:rentiales tertii gradus

(^)»
Fol. III. Xx prout

DigitLz6d by Googie
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prout quaelibet harum nihilo aequalis ftatuitur

,

totidem habemus cafus cuoluendos.

I. Sit igitur primo (^)= o
,

et fumta/ con-

flante prima integratio praebet

tum fimili modo fecunda integratio dat

7 .

Ynde tandem fit

z=:'iXxr:y-hxy!i:j'-i-^:y

Ybi Frj', et S.-j' denotant fundbiones quas-

cunque ipfius j> ,
ita vt ob triplicem integrationem

tres funifliones arbitrariae in calculum fiat ingreflae^

Yt rei natura poftulat

II. Sit , ac primo bis integranda,

per folius x \ariabilitatem reperitur Yt ante :

nunc autem fola pro variabili habita
, adipifci-

mur

;

quandoquidem apices fignis fundlionunv inferipti hic

fcmper hunc habent fignificatum vt fit

fdyr/:yzz:r:j et fdy

III. Sit et quia hic cafus a prae-

cedente non differt, nifi .quod binae variabiles x et y

inrcr
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Inter (e fint permutatae , integrale quaefitum cft

z —y T: a:-f- A : a: -f-

IV. Sit (^)— o et ob fimilem permutationem

ex cafu primo intelligitur fore

:

X r: iyr : x-hj A ;X+2 : ar.

C o r o 1 1. I.

380. Tres fundiones arbitrariae
, hic per tri-

plicem integrationem ingreflae funt vel ipfius x

,

vel ipfius-^ tantum; omnes tres funt ipfius y tan-

tum cafu primo , ipfius x vero tantum

cafu quarto duae vero funt ipfius j' et

vna ipfius x cafu fecundo
;
contra au-

tem duae ipfius x et vna ipfius y cafu tertio

)
— o*

C O r 0 1 1. 2 .
'

381. Porro obferuaffe iuuabit
,

fi eiusdem

variabilis puta x duae pluresue occurrant fundiones

arbitrariae, vnam quidem abfolutc poni, alteram perj'

multiplicari, tertiam vero fi adfit per \yy feu

quod eodem redit per yy multiplicatam accedere.

Co ro 1 1. 5 .

382. Perpetuo autem tenendum eft has fiin-

Aiones ita arbitrio noftro relinqui
,

vt etiam fun-

ftiones difeontinuae fcu nulla continuitatis lege con-

tentae non excludantur. Scilicet fi libero manus tradu

linea quaccunque deferibatur, applicata refpondens ab-

feiflae X huiusmodi funftionem r ; x referet.

X X 2 Scho-

. Digitized by Googie
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Scholion i.

383. Minus hic immorandum arbitror trans-

formationi formularum differcntialium altioris gra-

dus
,
dum loco binarum variabilium x et y aliae

quaecunque in calculum 'introducuntur
,
quoniam in

genere expreffiones nimis fierent complicatae vixque

vllum vfum habiturae ,
tum vero imprimis quod

methodus 'has transformationes ioueniendi iam fupra

(229.) fatis luculenter eft tradita. Cafum tantum

iimpliciorem
,
quo binae nouac variabiles t et u

loco X et y introducendae ita accipiuntur ,
vt fit

f=:ax-^Py et u=YX-{~^y

hic quoque ad formulas difierentiales altiores accom-

jnodaba Cum igitur viderimus efle

pro formulis primi gradtts i

et pro formulis fecundi gradus :

erit
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erit pro formuRt tertii gradus :

(^)=’’P:S'K»’J+a.|3yXS-M-((3Y+!»vJ)(/iJ-)+v’J(iS')

(w)^»P’(&)H-Wy+=‘>(»IU^H-:«i’+=l3yJX£r)+YJ’(&)

et pro formulis quarti gradus :

(3V*)
/ a*s N

/ -
(

d*Z X

\.SWT^' V dfdat^

+4*V +60LY* +4*Y*
a’(y-t-3a’(3Y 3a*Y^-l-3a(3Y* +3aY’<^+(3Y’

2a’(3J-l-2a(3’Y 4-(3’

Y*
aaY^’-l-2PYV

3ap’5‘+P’Y 3apJ’43(3’Y*^

+6(3’J* +4p^’

(24*)

-fv’^

+y5*

+5*

yndc fimul lex pro altioribus gradibus elucet pro
d”^”z

formula fcilicet generali
( )

hi cocfiicientes

iidem funt qui oriuntur ex euolutione huius formae

(a+Yvr((3-+^5 vr,
fiquidem termini fecundum poteftates ipfius vdifpo-

nantur.

Scholion 2.

384. Haud alienum fore arbitror euolutiouem

iftius formulae ex principiis ame llabilitis accura-

tius docere. Sit igitur

x=(«-4-yv)’"(p-+-^v)'

X X 3 ac
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ac ponatur :

j= A+ Bv-i-C‘i;’4-Dv’+ Ev*-f-F4>*+ ctc,

vbi quidem primo patet cflc Azza^p'5 pro reli-

quis vero coefficientibus inueniendis , fumtis difie-

rentialibus logarithmorum haJjebimus

:

d I

tdv
my

a-t-yv'

^ ( tt (3 -f- ( a <y -f- py ) 4-Y ^ VV
)
— X ( OT (3Y+ « aJ

-^{m-hn)ySv)zzo

vbi fi loco s feries alTumta fubflituatur, orietur haec

aequatio

o=«pB-i-2a|3Cv -h3o(3Dv* 4-4apEv’ 4-5opf«;*etc.

-i-aJB 4"2a(yC 4“ 2ot(JD 4~4*<^E

4-(3yB H-aPyC 4-3|3yD 4-4P7E
“-f-yiyB 4“2y5C 4-3y^D

—m(iyA —«/(SyB —wpyC —wPyD —jwPyE
—wa^A -«a(JB —«a^C —naSD —naSE

—{m+n)ySA.-{m+n)ySB-{m+n)y$C~{m+n)y$D

vnde quilibet coeSiciens ex praecedentibus ita de-

finitur

A~a"* (3“

^_wP 7 -4- n a-5

p— ( m — I ) P 7 -t- 1 1 — I ) » i’

Jj
( "> -4- \'

1 a p 1 a p

•p)— f m — a)P7 -H (n — »)gS p ( m -t- n — i )V£]J
1 o p

“* ,Tp

g __ ( w — i)P7 _t. [n — z)a5 rj
, (m h- n — i )7^P
‘ 4«rp

etc. His
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His igitur coefficieatibiis inuentis
, {1 ponatur

:

f=a.x-\-^y et u~y x-{-8

y

.

transformatio formulae difiercntialis cuiuscunque ita

fe habebit
,
vt fit

^

Problema 52 .

3 S 5 . Indolem funAionis binarum variabilium

X et inuefiigare
,

fi eius formula differentialis

cuiuscunque gradus euanefcat.

Solutio.

£x iis quae de formulis difTerentialibus tertii

gradus nihilo aequatis ofiendimus iu praecedente

problemate fatis perfpicuum cft folutionem huius

problematis pro formulis diSerentialibus quarti gra>

dus ita fe habere.

I. Si fit (f^)= o erit

«= a:*r :y -1- .r* A 4- A*2 -l-

0

II. Si fit (,-^)-o erit

a =: Ot’ r 4- A'A 2 -h© :x
IIL

• Digitized by Googie



35 a C A P V T I,

III- Si fit (^,) = o crit

c zn A*r *y — ^\y—

1

—

y

2* a —^ 0

!

IV. Si fit
(

^’^,
) no erit

'di a_>>
'

2n r :y -f-j’ A :A -t->S : .V -H 0 : A.

V. Si fit (^®)no crit

2ny r r-v-t-j’ :A:+0:jr

vnde fimul progrcflus ad altiores gradus cft mani-

fefius.

Coroll. I.

386. Cum hic quatuor fundliones arbitrariae

occurrant totidem fcilicet
,

quot integrationes infti-

tui oportet
, in hoc ipfo criterium integrationis

completae continetur.

Coroll. 2.

387. Qiiin etiam \iciflim facile oftenditur for-

mas inuentas aeqnationi propofitae fatisfocere. Sic

cum pro cafu tertio inucnerimus

:

2n .vr A :j'-l-j'S 0 :x

diflerentiando hinc colligimus :

Primo
(^
3

)
— ^.7-^-72':A-{-0':J(•

dcinde 0“:ar

codeot'
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eodemque peruenitur
,
quocunquc ordine diSerentia-

tiones vel folam x vel folam variabilem fumendo,

inftituantur,

Scholion i.

38S. Hatflenas vnam formulam di£rerentialem

'

nihilo c(Te aequalem aflumfimus
,

calculus autem

perinde fuccedit
,

fi huiusmodi formula funcflioni

cuicunque ipfarum et j> aequalis ftatuatur: quem-
admodum iti fequentibus problematibus fum often-

furus. Hoc tantum inculcandum cenfcq fi V fuerit

fundlio quaecunque binarum .variabilium ar et j'

,

tum /V id denotare integrale
,
quod obtinetur fi

fola X pro variabili habeatur
,

in hac vero formula

fSdy folam y pro variabili haberi: quod idem

tenendum eft de integrationibus repetitis veluti

JdxfVdx, vbi in vtraque fola x variabilis affumi-

tur, in hac vero fdyfSdx, poflquam integrale

fVdx ex fola ipfius x variabilitate fuerit erutum,

tum in altera integratione fdyf\dx folam y va-

riabilem accipiendam efle. Et cum perinde vtra

integratio prior infiituatur
,

etiam hoc diferimen e

modo fignandi tolli poteft hocque integrale gemina-'

tum ita fpf dxdy exhiberi : hineque intelligitur

quomodo has formulas

:

J/fVdx^dy fcu }*Wdx*dy ct dx^^dy*

interpretari oporteat ;
hic fcilicet figno integratio-

nis f indices fuffigimus
,
prorfus vti figno differen-

IIL Y y tia-
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tiationis d fuffigi folent
,
quippe qui iudicant

,
qao*

tics integratio iit repetenda.

Scholion 2.

389. Singulas has integrationes repetendas ita

inftitui hic aflumimus , -vt nulla relatio inter binas

variabiles x et y in fubfidium A'ocetur
,

quae cir-

cumdantia eo diligentius ed animaduertenda
,
cum

vulgo
,

vbi talibus integrationibus opus ed , calcu-

lus prorfus diuerfo modo inditui debeat. Quodli

enim propofito quopiam corpore geometrico eius

foliditas feu fuperficies fit inuediganda per duplicem

integrationem* huiusraodi formula //T dxdy euolui

debet ,
exidente V certa fundione ipfarum ar et j j

vbi quidem primo quaeritur integrale dy fpeda-

ta X vt condante ;
at. abfoluta integratione ad ter-

minos integrationi praelcriptos refpici oportet , dum
fcilicet altero praeferibitur

, vt hoc integrale /V dy

euanefeat pofito y~c> , altero vero id eo vsque ex-

tendendum ed
, donec y datae cuipiam fundioni

,

ipGus X aequetur. Tum vero podquam hoc inte-

grale PJ dy ido modo fuerit determinatum
, altera

demum integratio formulae dxfVdy fufeipitur , in

qua quantitas y non amplius ined , dum eius loco

certa quaepiam ftindio ipfms x ed fubdituta, eaque

formula iam reuera vnicam variabilem x com plo-

ditur. Hic ergo prima integratione abfohita varia-

bilis y in fuudioncm ipdus i: abire ed cenfonde «

quam propterea in altera integratione, vbi x <d

VAna-
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variabilis ,
minime vt conflantem fpedare licebit.

Ex quo patet hunc cafum toto coelo e(Te diuerflim

ab iis integrationibus repetendis
,
quas hic contem-

plamur
,
ad quem propterea hic eo minus refpici-

mus

,

cum ifla peculiaris ratio tantum in formula

fjVdxdy locum habere poflit j reliquis vero vbi

* alterum diflerentiale dx vel dy faepius repetitur ,

adeo aduerfetur. Quam ob caufara hinc omnem
relationem ,

quae forte perada vna integratione in-

ter binas variabiles x et ^ flatui poflet

,

merito rc-

mouemus.

Problema 5^.

390. Si formula quaepiam differentialis ter-

tii altiorisue gradus aequetur fundioni cniennque

binarum variabilium x et ^ ,
indolem fundionis z

deSnire.

Solutio.

Sit V fundio quaecunque binarnm variabilium

X tt y et incipientes a formulis tertii ordinis fit

primo pofita fola x variabili erit

dx-^T

tum vero porro

[^^)-fdxfVdx+xT rj-+ A ly-f/Vdx^+xT Arj'

ac denique

zz=f’\dx"-\-\x*T:y-^xA:y^'^:y
Y y 4 .

fimili
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fimili modo patet fi fuerit = V fore

z—f*Vdx*dy-^xT’y-\~£^'y~\-'2,’.x

« « fi' (dW)=V «it

zzzj*\ dxdy' ~\~T ’.y-\~y ^iX-\-'2t:x

fi fit (5-^)=V erit

z—fVdy^-\^y*T:x-\-yA:x-\-'^:x.

Eodem modo ad formulas altiorum graduum pro-

gredientes reperiemus Tt fequitur :

fi fit (|V:)=V fore

z =/*V :y-\-x' A :y~hx'£ :y-\-Q:y

fi* (jW3t)
=V fore

zzrJ^V dx*dy-hx'r:y+xA:y+'S,:y+0:x

fi fi* (a^)=V fore

z^fVdx* dy*~\rxr\y-\~A\y-\-y'^:v-\-Q:x

fi fi* (J7^)=V fore

2=/* V jf <// -V-r +y A :X 2J

:

a:+0 : jr

fi fit =V fore

x—f*Wdy*-^y F :x+y* A :x+y^ :2 -1-0 :x

iieque pro altioribus gradibus res eget ulteriori ex-

plicatione.

Coroll. I.

/ -
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Coro II. I.
391.

Quemadmcxlum fignum integrationis in

primo libro vfitatum iam per fe inuoluit conftan-

tcm per integrationem ingredientem ita quftque hic

fiindiones arbitrariae per integrationem ingrenTac

iam in formula imegrali inuolui funt cenfendae ,

ita vt non Ct opus eas exprimere.

C o r o 1 1. 2.

392. Sufficit ergo pro aequatione

integrale triplicatum hoc modo dedifle z~/' \ dx*,

quae forma iam potedate complediitur partes fnpra

adie(das

:

xxr:j-{-xA:y-+-'£:y :

quod idem de reliquis e(l tenendum.

C O r O 1 1. 5 .

393. Si ergo in genere haec habeatur aequatio

eius integrale flatim hoc modo exhibetur t

z—f^\dx^dy*
quae potedate iam inuoluit omnes illas funidiones

arbitrarias numero m-\rn per totidem integratione»

inuedas.

Y y 3 Scholion.
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SchoHon.

394-. Hi cafus vtique funt fimpliciflimi
,

qui

ad hoc caput referendi Tfidentur
,
pro inagis autem

complicatis vix certa praecepta tradere licet,. cum
ifla calculi integralis pars vix adhuc coli fit coepta.

Interim tamen iam intelligitur
,

fi aequationes ma-
gis complicatae ope cuiusdam transformationis ad

has fimpliciiTimas rcuocare liceat
,
etiam earum in-

tegrationem in promtu efle futuram
;
quod quidem

negotium hic non copiofius perfequendum videtur.

Progredior igitur ad cafus magis reconditas , eosque

ita comparatos , vt ope aequationum inferiorum or-

dinum expediri queant
,
vnde quidem infigais me-

thodus fatis late patens colligi poterit
,
qua faepius

haud fine fuccefTu vti licebit. Neque tamen in hac

pertraiflationc nimis diffufum efle conuenit
, fed

fufficiet praecipuos fontes adhuc quidem cognitos

patefeciflfe.

CAPVT II.

Digilized by



•4».^ ® S5P

CAPVT II

DE
INTEGRATIONE AEaVA-

, TIONVM ALTIORVM PER RE-

DVCTIONEM AD INFE-
RIORES.

Problema 6^.

395 -

Propofita hac aequatione tertii gradoi (^)zzax
iadolcin fundiionis z inueftigare.

Solutio.
Fingatur huic aequatioai ftti^cere haec fim-

plicior primi gradus

et cum hinc difiereuttaodo obthieatar

hincque porro

• ' -

euideos eft quaedto latisfieri
, dura fit n*=za , id

quod
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quod triplici modo eueoire poteft

:

I. « — o
;

II.
t

'

- lil. n —
t

Pro quolibet ergo valorc quaeratur iutcgrale com-

pletum aequationis (^)rr«a:, ct tria haec intc-

gralia coniunda praeibunt integrale completum ae-

quationis prOpofitae. Cum autem in aequatione

^^)— nz quantitas y conflans fumatur
,

erit

dz—nzdx- (tw ^-^zzndx
S

vnde fit

lz—nx-^lT:y feu zz=.e'*T:y.

Tribuantur iam ipfi n terni \alores
,

eritque pro

aequatione propofita:

z=ze^r:y+e .

Cum autem fic

^»iy— • — cofM.-i“1^—t*fin.«»,

erit fun&ionum arbitrariarum formam mutando:

CoroU. (.
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Coroll. I.

3^1

395. Integrale hoc etiam ita repraefentari

poteft

:

s rr r y'H-e' *

A

cof. -HY

)

denotante Y functionem quamcunque ipGusj'.

Coroll. 2.

397. Quia tribus integrationibus eft opus ,
et

in fingulis quantitas y vt conftans traClatur ;
fecun-

dum praecepta libri primi haec aequatio d^zzMzdx*

refoluatur
,

et loco trium conflantium funCtiones

quaccunque ipfius y introducantur ; vnde eadem

fblutio elicitur.

Problema 65.

398. Propofita hac aequatione cuiuscunque

gradus

;

P“+<i(fil+R(3?)+S(^)+T(^) etc.=o

vbi litterae P, Q, R, S, T etc. funCtiones deno-

tant quascunque binarum variabilium x ety, in-

dolem functionis z definire.

So 1 u t i o.

Cum in omnibus integrationibus infiitueudis

quantitas y perpetuo vt conftans fpeCtetur
,

haec

.
ro/. IIL Z 7. aequa-
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aequatio inter duas tantam variabiles .v et z conG-

ftere ert cenfenda- Quare per praecepta libri primi

haec traftanda erit aequatio:

P "" -i- Q I z gj-j. — Qinr ^ dx* ^ a*» ^ ax'
—

«

cuius refolutio C fuccedat, tantum opus eft, vt loco

conftandum per fxngulas integrationes inuedarum

fund;ones quaecunque ipGus feribautur; ficque ha-

bebitur integrate defideratum
,

idque completum G-

quidem hanc aequationem complete integrare li-

cuerit.

Coro 11. r.

899. Si ergo litterae P , Q , R , S ctc. Gnt

oooGantes vel folam variabilem y inuoluant
,

inte-

gratio femper (uccedit, quoniam in primo libro hu-

jusmodi aequatioiies in genere iutegrare docuimus.

C o r o 1 1. 2 .

400. Deinde etiam refolutio fuccedit huius

aeqnationis

Ae+Bar{^*)+Cx*(1f^)+Dy(J-!j?)+ctc.=:o

fiue litterae A
,
B

, C etc. fint conflantes fiuc fun-

diones ipllus y tantum.

Coro 11. 2 '

40t. Tum vero etiam fi hae formae non
fint aequales nihilo

, fed fundiioni cuicunque ipfa-

rum
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rum X tty aequentur refoUuio nihilo minus fuccedit,

per ea
, quae in podremis capitibus libri primi

funt expoCta.

Scholion. -

402. Haec etiam multo latius extendi poflTunt

ad omnes plane aequationes
, in quibus nullae aliae

formulae diderent iales praeter has

quae fulam x vt Tariabllem implicant occurrunt*

Quomodocunque enim iftae formulae cum quantita"

tibus finitis x
, y et z fuerint complicatae

,
aequa-

tio femper ad librum primum pertinere eft cen-

fenda; quoniam in omnibus integrationibus indituen-

dis quantitas y perpetuo vt condans tcadlatuc. Coo-

feidis demum ' integrationibus dicrimen in hoc con-

fidit y vt luco condantium arbitrariarum fundtioaes

arbitrariae ipdus y in calculum introducantur. Su-

perfluum foret hic monere
,
quae de altera variabi-

lium funt dida y etiam ^ altera x ede in-

telligenda.

Problema 66,

403. Propofita hac aequatione

inueftigare indolem fundionis
'

Zz ft Solutio.
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Solutio.

Facile patet huic aequationi fatisfacere hanc

aequationeni fimpUcem ^i^de fit

ftatuamus ergo z-zze"*v eritque :

, (^;>=«“('»«+(f:'),- (rP='“’(rP
hincque

quibus Yaloribus fubftitutis ct diuila aequatione per

habebimus:

Quia nunc hic rbique occurrit ( 3^

)

ficiamus

(J|)=M erit

cuius integrate efi

f'.U-bx) — u

feribamus ergo

7t prodeat

ideoque intcgrale quacGtugi erit:

l r quae
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quae forma ob duas fuadliones arbitrarias Ttique cft

hucgrale completum.

Problema 5/.
404. Propofita hac aequatione :

a 2+3i)( )+^(

indolem funtaionis z inucRigare.

Solutio.
Aequatio haec, ita cft comparata Tt ei mani-

fefto fatibfaciat szr c*
,

llatuamus ergo szzc*»
eritque

(5y)=^(«+3(J|)+3{4^ )+(J^))"
'

))

quibus valoribus fubftitutis emergit haec fatis fim-

plex aequatio:

in qua commode euenit vt in fingulis terminis for-

mula contineatur, quare pofito

prodit haec, aequatio primi gradus

o= (a -t- 3 A )

«

-t- i» (
) -4- c (

Zz 3 ex
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ex qua patet fi ponatur

du—pdx-^-qdy

efle debere

{a-\-'^h)u-\~bp-\rC<{zz.o

quae ita refcluitur.

Cuin pofito a-\-:ib"f fit

— L? erit
7 C C

du—pdx~

,

feu

UcqiTc necefle eft vt fit ^ fundio ipfius ^ —

vnde fit

lu-\:i2z=:f:[cx-by) et

lam ob^ conflans fpedlanduai prima integratio dat

(^)z=f~^r":(x-i^)+ A:j

et altera

v=ze * r:(jr-^)+of

Quare pofito fl+3 A aequationis propofitae intc-

grale completum efi

x—e * r:(ar-^)-t-^xA

Problema
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Problema 6S,
4o5* Propofita hac aequatione differentiali ter-

tii gradus

o= Pz-3 P(J|)+ 3P( 5^) - P(0)+Q.(J|)

Tbi P «t Q fint funftiones quaecunque ipfarura ar

et jf inueftlgarc indolem fun^onis %.

Solutio.
Fada fubnitutione z— quandoquidem .ex

data forma lacile perfpicitur valorem e* loco z po-

dium tatisfacere
,

peruenitur ad hanc aequationem :

quae porro pofito (^^)~« vt fit vzzffudx* abit

io hanc

Statuamus du—pdx-i~qdf erit Q.f—

y

hinc

y — ^ ideoque

du=p{dx-\-}j-dy)
;

ex quo intelligitur quantitatem p ita comparatam

ede debere , vt formula

dx^^^dy
per eam multiplicata integrabilis cuadat. Quaera-

tur ergo multiplicator M formulam

<^d X dy
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intcgrabilem reddens ita vt Gt

/ M C X -{-? djf
)
zz e i

quam ergo fuiKftionem s ipfarum ,r et y inueniri

pofle affumo et ob

' (Idx-h^dy

habebimus du~^^_,. viidc patet ^ fun(3:ioBem de-

notare quantitatis x. PoGto ergo j|^=:r':x , fta-

tim erit arzFtx, hineque v^fdxfdxT ‘,s in qua

•vtraque integratione quantitas y vt conGans fpefta-

tur. Quocirca refuJutio problematis iu fe habebit

;

• I

Pro formula dificrentiali Qdx+ Vdy quaeratur

multiplicator M eam reddens intcgrabilem
,
vt Gt

M(Q</a:-i-P</^)z=</x

,

et inuenta hac iprarum a: et >' funftione x erit

z—e^fdxfdxT is+e^x £ny~^e^X :y.

Scholion.

4o(J. Iu iftis aequationibus hoc commodi vfu

venit
,
vt fadla fubGitutione z—e‘v eiusmodi in-

duant formam
,
quae facile porro ad fpeciem Gm-

plicem in prima fe<flione confideratam reuocari queat,

ctiamG enim diffcreniialia tertii gradus non Gnt de«

Gru(Ga
,
tamen reliqua membra ida e calculo ex-

cefTcrunt
,

vt deinceps noua fubftitutione

vti,eiusque ope ad aequationem difrcrentialem primi

gradus
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gradus pcruenire licuerit. Vnica igitur fubftitutio

hoc praeftitura fuiffet, fi flatim pofuiflcinus Z-e*jfudx,

Vtinam praecepta haberentur
,
quorum ope huius-

modi fubftitutiones facile dignofei poflent ! Interim

pofiremo problemate multo latius patente in fubfidiuiti

vocato $. 20^ reiblui poterit.

Problema 6/.

407. Propofiia hac aequatione diflcreutiali

tertii gradus

:

o=(P + <i>r-(=P+3Q)(g)+(P+3Q.X£)-Q(3S)

vbi P, Q et R fint fiin&iones quaecunque datae

ipfarum x et inuefligare indolem fundlionit x.

Solutio:
. Eadem adhibita ftibflitutione , qua

hadleous fumos vfi
,

aequatio propofita transmutatur

in fequentem :

vbi commode euenit
,
vt pofito ifta reful-

tet aequatio differentialis primi gradus

o=P«-(i(|i)-R(4i)
vnde qualis ipfarum a: et > fundlio llt « cft inqui»

rendum. Ponamus e(Te

du:=.pdx~\-qdy ,

et qyia iam illa conditio praebe'

V u ~ Q_p K q f

VqL ///, A a a fecun-
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fecundum artificium fupra §. 209. vfurpatum fbe-

memus hinc tres fequentes aequationes

:

Ldu— hpdx -\-Lqdy

l\'?udx=.lAQjdx-\-MKqdx

N ?udyzzl^(^pdy-\-HKqdj^

quae in vnam fiimmam coHedlae dabunt :

+ Pu( Ni^):rp(( L+ '+NQ «/j')

+?(( R M )

Tbi cum tKS quantitates L , M et N ab arbitrio

noftro pendeant, inter eas ftatuatur primo eiusmodl

relatio
,

vt binae pattes pofterioris membri commu*
nem obtineant fadorem

,
fit (cilicet

:

L+M(i: NQ^MR: L+NR feu L—-MQ:-NR
et habebimus r

Quaeratur multiplicator T formulam Ri/x*-Q</y

reddens integrabilem ,
vt fit

'T{Kdx-^dy)=:ds\.
ex quo tam funiSio T quam x vt cognita fpedlarj

poterit et quia nunc habemus: -

-<*<(MQ+NR)+P«(Mi/x+N///)zr(M?-Np)^ fea

'

dtt P( Mdx-t-Ndy

)

Hp—K q
« M Q.-+- N K tt I M Q.-+- N R )• l

*

Nunc cum P, Q, R fint funftiones datae ipfarum

X ct^, probe notaudum eft inter binas ironUum

defi-
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definitas M et N fcmpcr einsmodi relationem fla-

tui pofle vt formula integrationem

admittat; fit ergo eius integmle zzlw
y

ita Tt fit

ct,

,,ds,
B «IU

~ T u l « a-H N r1

Ijccefie ergo efl quantitates p et f ita £nt compa-

ratae vt fiat

np— nn — f/.
.

hineque -

Loco f:s feribamus /FrXj vt prodeat:

« w r : X

ac propterea

v~fdxfivdxV ‘,r-\-x

Confequenter

z:^eydx/'wdxT ts-^-e^^x

C o r o 1 L I.

408. Ad hanc ergo folutionem ex forma

propofita flatim eruendam ,
primo quaeratur eius-

modi fundtio ipfarum x et ,
quae vocetur x »

vt fit

ds^zTiRdx-Qdy)

A a a a id

Digitized by Googie



574 C A P V T II.

id quod expedietur maltiplicatorem T inuedigando*,'

quo formula difforentialis Kdx—(^dy iutegrabilis

reddatur. i .

C o r o 1 1. 2 .

+09. Praeterea vero quoque quantitatem »y in-

veftigari oportet. .In hunc lincm inter quantitates

M et N eiusmoii xationem indagari conuenit* '»c

dat
rp f M d g -I-m

H Q.-*- N R

quae quidem inuedigatio femper efl concedenda.

Scholion.
410. Cum ftatim totum negotium co fit

pcrduftum vt functio u cx hac aequatione definiri

debeat

line ambagibus
,
quibus in folutione fum -yfiis

, fo-

lutio fcqueiui modo multo facilius ahfolui poterit ,

id quod infigne lupplcmentum in fciftionem pri-

mam fuppeditat. Statuatur

.(|-“)=LM « et (jj)=LN«
erit 'primo

P~L(A1Q+NR), hinc

«deinde ob

du-dxCi^)-^d}'(^) h-abebimus

•

'vbi
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»bi M ct N ita accipi oportet, vt integratio fuc-

cedat
,
quod cum innumeris modis fieri pofiit

, fo-

lutio hinc completa obtineri eft acftimanda. Veriim

dum cafus integrationis particularis confiet
,

multo
commodius inde folutio completa fequenti ratione

elicietur. Pofito fcilicct

d w PfMd«-»-Sdy )
•

IU MQ,-t-N R *

ita vt Talor ipfius w pro u fumtus iam particula-

riter fatisfjciat , fitque

Statuamus pro valore completo ct &da
fubfiitutione confequimur;

Pwr:x=Q.(^^)r:x4-R(^|)r:r

4-Qa^(^;)r':x4-R«;(fi)r/:x

quae aequatio fubito in hanc contrahitur

;

<i(li)+R(r;)==.

ex qua concludimus

(ii>=TR « (J-J)=-T(i

ac proptcrca

vnde patet hanc quantitatem x inucniri ex fitrmula

RJx— Q^dj' pro qua primo fadlor T cam reddens

,

integrabilcm quaeri
,
tum vero cius integrale pro x

iumi debet Imprimis igitur hic .attendatur
,
quam

' A a a 3 con-
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concinne eandem folutionem dicere iiceat, ad quam

per tamas ambages pcrucneramus.

Problema 6%.

41 1. PropoSta hac .aequatione diffcrentioli

<3uarti gradus:

fuodiionis z inuentionem faltcm ad rcfolutionem ae-

quationis fimplicioris reducere.

Solutio.

Hanc aequationem attentius contemplanti mox
patebit ei fatisfacere huiusmodi fimpliciorem

hinc enim per y differcntlando fit

/d*s\ L! ddx ^

Vay/—
ac denuo codera modo

\dy*' (dzdy /

at ex ipfa affumta per x diSerentiata prodit

dx* I

quo valore ibi indudo colligitur

quae forma cum propofita congruit, dum fit bb-aa^
quod
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quod cum duplici moda eueuire queat

et b——a ,

poilquam has aequationes fimpliciores. refoluerimus^

— ° praebeat z—V

quae praebeat

erit pro aequatione propofita

z — P -|r Q
et quia' tam P quam Q binas fundliones arbitra-

rias inuoluit integrale hoc modo iuuentum qua-

tuor ciusmodi fuadiones comple(fletur y ideoque erit

completum.

Coroll. r.

I

4rz. Solutiones particulares infinitae facile

eliciuntur ponendo

•v
,

£idla enim fubftitutione fieri necefie cfi

V*— ct

Sit erit et integrale faasfacieiM

Coro 1 1. 2^

413. Poni etiam potelV

*— ct**cof.(v^-+-a)

,

Tnde
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vnde fit

/ rr |x fJL a fl

vt ante
,

ita vt alia fornna ifltegralium particuU-

rium fit

« ;r coC ( X a J' -4- * )•

Huiusmodi formulae infinitae coniunftae integrale

con^letum quafi exhaurire funt putandae.

CorolJ. 3.

414. Eaedem folotiones rcperiuntur ponendo

generalius aj^rXY, xnde fit

X — aa Y d dX
dy* d X* ’

qua aequatione ita repraefentata

d*Y aaddX
Ydy* Xdx*~ *

vtrumque membrum eidem conflanti aequari debet.

Scholion.

415. Aequatio autem ad quam totum nego»

tinm reduximus
‘

ex carum efl numero, quae nullo modo io genere rc-

folui pofle videntur, ita vt in folutionibus particulari-

bus acquiefeere debamus. Aequatio autem propofita non

in mera Ipcculatione efl pofita, fed quando laminarum

elafli-
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eladicarum vibrationes quam minimae in genere in-

vefligantur
; ad huiusmc^i aequationem quarti gra-

dus refbluendam peruenitur
,

quae etiam caufa eil

quod haec quaeftio y non perinde atque cordarum

vibrantium in genere adhuc refolui potuerit. Simili

autem modo hicile intelligitur hanc aequationem

quarti gradus

reduci ad hanc geminatam fecundi grados

neque difEcile eft alios cafus a pofteriori eruere, vbi

huiusmodi redudlio ad gradum inferiorem locum

inueniunt.

m 111. Bbb CAPVTIII.
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CAPVT III.

DE
INTEGRATIONE AEaVA-
TIONVM HOMOGENEARVM VBI
SINGVH TERMINI FORMVLAS
DIFFERENTIALES EIVSDEM

GRADVS CONTINENT.

Problema 6g.
• I . }

41 (j.

j/\.equatioais homogeneae lecundi gradus

A(-^)4-B(^|^)+C(^)= o

intcgralem
, feu indolem fundionis z inucftigare

,

denotantibus litteris A , B , C quantitates quascun-
que conflantes.

Solutio.
Hanc aequationem voco homogeneam

,
quia

formulis differentialibus fecundi gradus conflat, ne-
que praeterea alias quantitates variabiles inuoluit.
Ad hanc refoluendam obferuo ei fatisfacere huius-
modi aequationem homogeneam primi gradus;

(j-p = A Confl.

• i , hac
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dHlerentiatahac enim duplici modo per x ti y
oritur

:

lam illa per A hac vero per multiplicata iun-

ilim propofitam produccut fi fuerit

— B ftu
a

Aaa—BaH-C~o
,

vnde duplex valor pro a. refultat, quorum vtcrque
per aequationem aflumtam dabit partem fiin&ionis

quaefirae z. Cum igitur fit

erit

' dz— ^dx-\-{dy-adx){\^),

patet (|^) funAionem efle debere ipfius y-^ax f

qua pofita —.r':{y-ax) erit

z=fx+r :{y-cix)

denotante f conflantem quamcunque. Quocirca ae-
quationis propofitae folutio ita fe habebit. Forme-
tur primo aequatio algebraica :

Aa«-q-Ba-l-C:^o

• cuius facflores fimplices fint

K-ha et
,

B b b a ita
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ita Tt fit

A«a-i-B«+Crr A(«4-a)(«-f-(3)

tum integrale quaefitum erit

2=/*-4-r:(j'-ax)+

vbi cum prima par$/x iam in biuis fundionibus

indefinitis ccmtineri fit cenienda ob

fx—/t y— ax ,—f(y —Px ?

laccciudlius ita exprimetur

quod ob binas fundliones arbitrarias \tique pro completo

eft habendum: vnico cafu excepto, quo eft p:ro.
Pro quo cafu ftatuamus , et cum fit

A: {j'-ia+da)x)~A;(y-ax)-xdaA':(y-ax)

quia pars prior iam ia membro priori continetur
,

et loco pofterioris fcribere licet x A:{jf—ax) erit

pro cafu p— ct feu BB^ +AC integrale

r:(/—o.x)+x A:^>^— ecx).

CoroIL I.

417. Pro cafu p=rct manifefium eft integrale

etiam hoc modo exprimi poffes

z=.r:{y—ax)-\rjA:{y—ax)

quae autem forma ab illa non difcrepat

C o r o 1 1. 2.

418. Si C=o vt fit

hinC'
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hincque

A««-HB«=Att(a-4-l), fit

dz=o et p=f-,
et intcgrale

^jf)=:r:^+A:(Aj'— B;ej

fimili modo aequationis

intcgrale efi

2=:r:Ar-f-A;(Ca:— B^).

C o r o 1 1. 2»

419. Porro huius aequationis

:

aaut^-^r^^a^^u~^-bb^aa{u+~y

efi intcgrale

z=zr:{ay-~bx)-\-xA:iay-Bx'j.

Scholion.

420/ Harum integralium forma nulla laborat

difficultate quamdiu aequatio

Att«-l-Ba-4-C=:o

duas habet radices reales fiue fint inaequales fiue

Bbb 3 aequa-
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aequales; quando autem hae radices fiunt imagina*

riae vt fit

et (3— fJL — kVi,

tum fundliones arbitrariae omni fere vfu deftituun-

tur. Etfi enim indoles funftionum F et A lineis

curuis vtcunque duiSlis repraefentatur
, \t F:v et

A:v denotent in iis applicatas abfeiflae v conueni-

entes nullo modo patet
,
quomodo valores

F:(p-}-?'^^— * ) et A:(p—qVi)

exhiberi debeant
,
etiamfi imaginaria fe mutuo tol-

lant. In quo ingens cernitur diferimen inter fun-

dliones continuas et difeontinuag
, cum in illis lem-

per valores ita exprefli

r:(,p+qV‘-i)+Ti{p-qV et

A:f p]-qV—i)— A:{p—qV— i)

y-i

realiter exhiberi queant
,

id quod fi F et A figni-

ficent fundiones difeontinuas nullo modo fucccdit.

His igitur cafibus folutio generalis hic inuenta ad

folas fundiones continuas refiringenda videtur, quan-

doquidem difeontinuae applicationi et exeeutioni ad-

verfaniur.

Problc-
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Problema yo,
+21. Propofita luc aequatione tertii gradus

homogenea : ‘ ,

eius integrale completum iuuenire.

Solutio.
Huic quoque aequationi

, vti in praecedente

problemate
, fatisfacere aequationem differentialem

fimplicem primi gradus
,

fatis luculenter;, perfpici-

tur

,

cx quo integrale particulare talem habebit

formam
z = r : (y -f- fi xj/

colligantur hinc fingulae formuhre diflerentiaks ter-

tii gradus
,
quae erunt

quibus fubditutis
,
quoniam diuifio per

r"'j (f-j- »x

)

fuccedit nafeitur ida aequatio :

A n*-H B -f- C n -+- D rz o

cuius tres radices fi ftierint nnza
,
«~(3

, «—y ,

cuidens ed
, aequationi •propofitae fatisfacere hanc

formam

quae
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quae cum tres fundiones arbitrarias compledatur
t

dubium noa
,

quin ea fit integrale completum.

Hoc tantum notetur
,

fi duae radices fint aequales

puta y~(3
,

integrale fore:

5zzr:(>-+a*)+ A:(;'+ pa:)+ar2:(>'+(3ar)

fin autem adeo omnes tres fuerint inter fe aequa-

les
: Y=:p— a, tum erit integrale quacGtum

:

r:(y+aa:) +.r A:(>'4-aa:

Quodfi duae radices fuerint imaginariae , eadem

erunt tenenda
,
quae modo ante funt obreruata.

C o r o 1 L I,

• +22. Vltimus cafus
,

quo tres radices iunt

aequales
,
etiam inde efl manifeflus

, quod fi loco

Tariabilium x et j binae nouae

t et 8 —j' -H « a:

introducantur aequatio propoGta contrahatur in

hanc formam (^)-o, cuius integrale manifcfto eft

«= r ; 8 -1- ATA :8-i- ararS

C O r 0 1 1. 2.

423. Hinc ergo etiam intelligitur
, quomodo

in aequationibus homogcneis altioris gradus fi ae-

quationes algebraicae inde formatae plures habeant

radices aequales
, integralia futura Cnt comparata.

Iu

Digitized by Googie



C A P V T m. . 3S5

Ita vt etiam tam neque cafus radicum aequalium

neque integralium \Jli difficultati fit obnoxius.

Schol ion.

424. Calus autem binarum radicum imagina-

riarum
,
quibus fiindliones arbitrariae nullum vfiim

habere videntur
,

ratione funAionum continuarum
,

quae fatisfaciunt
, vberiorcm euolutioncm merentur.

Formulae autem his cafibus in intcgrale ingredien-

tes femper ad laanc formam reduci poflunt

:

r:v(cof.cP4-y— i.fin.(p)+A;v(cof.43-V' - i.fin. (Jj)

vnde primum fi fundlioncs fint poteftates
, huius-

modi valores colliguntur

;

^

At)"coCn(j5+ B'i;"fin.n4^ feu A4?"cof («4^+a)

quotcunque enim huiusmodi valores, conflantes A,«
et a vtcunque mutando adhiberi poflunt. Deinde

fi fundiones denotent logarithmos
,

prodeunt tales

valores

:

A / v H- B 0.

Tertio fi fundiones fint cxponcntiales
,
oriuntur hi:

^veoj. ^ (p}+Bfi.(vfi.0)j=Ae^‘‘’-^^cof(vfi.04-tt)

et generalius

v*cof«45 r ..... .A e coffu^fin.nCP-l-a).

Plnrimae autem aliae huiusmodi formulae ex do-
drina imaginariorum elici poflunt, quae vtcunque cum
his combinatae

,
pro parte integrali cx binis radici-

Vol. ///. C c c bus
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bus imaginariis nata Tfurpari poterunt ,
vnde in-

finita fundiionum multitudo nalcitur ,
quae folutio-

nem completam mentiri videtur
,
neque tamen pro

completa perinde haberi poteft
,
atque vfu venit iis

cafibus
,
quibus omnes radices funt reales. Hic au-

tem obferuetur
,
nullum adhuc problema mechani-

cum feu phyficum occurrifle
,

quod ab huiusmodi

cafu penderet.

Problema yi.

425. Propofita huiusmodi aequatione homo-

genea gradus cuiuscunque

d^z ^z .

eius integralc completum inuenire.

Solutio.
Formetur hinc aequatio algebraica ordinis X

A -PB + C -P etc. ::z: o

cuius radices numero X fint

:

nzztt, «= p, n=Y»
quae fi omnes fuerint inaequales

,
integrale comple-

tum aequationis propofitae erit

-P0:(y-P^a:) etc.

quarum fundiionum difparium numerus erit

Sin autem tueuiat
,

vt inter has radices duae plu-

resue
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resue reperiantur aequales
,

feilicet (3— a ,
y—x,

tum fundiones has radices aequales iminluentcs rc-

fpediue multiplicari debent per terminos pro^rcilio-

nis ' geometricae huius 1 ,
a:

,
.v’ ctc. vel huius

J'* cfc. ita \T fundionum ‘arbitrariarum numerus

non minuatur. De radicibus autem imaginariis per-

petuo ea funt notanda quae ante obleruauimus, nifi

forte fundiones arbitrarias formularum imaginaria-

rum excludere nolimus.

Coroll. I.

425. Cafu radicum aequalium perinde efl, vtra

ferie geometrica vtamur
,

liquidem fundiones ne-

que fint ipfius X neque ipfius y tantum. Sin autem

hae fundiones fuerint vel ipfius x vel ipfius y tan-

tum tum alterius variabilis diuerfae progrefllone

geometrica vti oportet

Coroll. 2.

427. Si in aequatione algebraica termini ini-

tiales A, B, C etc. euanefeant, vt radicum nume-

rus exponente X minor ede videatur , tum radices

deficientes pro infinite magnis funt habendae
,
quibus

fundiones ipfius x tantum refpondebunt, in integrale

introducendae.

Coroll. 5.

428. Ita fi fuerit A— o ,
B~o et C~o

,

tres radices a
, p , y in infinitum excrefeere funt

cenfendae , ex quibus nafcetur pars integralis :

'

r.-AT-hr

C c c 2 Scholion.
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Scholiorr.

429. Quoniam haec pars calculi integralis

vix excoli coepit ,
ideoque huius generis inueftiga-

tiones adhuc prorfus funt reconditae, de hac fc<Stio-

uc plura proferre noir licet , ideo^^ue Jiis partem

primam libri fecundi, quae in inueftigationc funeftio-

num binarum variabilium ex data quadam differen-

tialium. relatione verfatur, concludere cogor. Multo
autem pauciora circa partem alteram huius libri in

medium afferre conceditur
,

vbi calculus integralis

ad funifliones trium variabilium accommodatur, hanc-

que ob caufam ne operae quidem erit pretium
iftam partem in feftiones fubdiuidere multo minus
iequentes partes attingere.
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C A P V T I.

DE

FORMVLIS DIFFERENTIALIBVS
FVNCTIONVM TRES VARIABILES IN-

VOLVENTIVM.

Problema 72.

430-

S
i V fit funftio quaecunque trium quantitatum

variabilium* x
y j et z y eius formulas difie-

reutiaics primi gradus exhibere.

' Solutio.
Cum V fit funftio trium variabilium x , y

et fi ea more foliro diflerentietur ,
liiis ditfe-

rentiale in gener: ita reperietur exprcfium :

dv—pdx-^qdjf-^rdz. Tribus
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Tribus fcilicet id conflabit partibus
,
-quarura prima

pdx Teorfim imienitur^ fi in difierentiatione fola

quantitas x vt variabilis tradetur ,
binis reliquis j

et z vt conflantibus fpedatis. Simili modo pars

fecunda qdy impetratur difierentiatione fundionis «

ita inflituta vt fola quantitas^ pro variabili, binae

reliquae vero x et z pro conflantibus habeantur ,

quod idem de parte tertia rdz efl tenendum., quae

efl difierentiale ipfius v variabilitatis folius quantita-

tis z ratione habita. Hinc patet
,
quomodo per

dificrentiationem quantitates iflie /> , q et r fcorfim

fint inueniendae ,
quas hic formulas diffcrcntiales

primi gradus fiindionis appellabo, et ne nonis

litteris in calculum introducendis fit opus
,

eas na-

turae fuae conuenienter ita indicabo.:

Quaelibet ergo fundio v trium Variabilium .r, y
et z tres habet formulas difierentiaks primi gradus

ita defignandas

(dv \ . (cLv\ . /dv\

in quarum qualibet vnicae variabilis ratio habetur
,

dum binae reliquae vt conflantes fpedantur
, -et

quoniam difiierentialia per diuifionem tolluntur, hac

formulae diffcrentiales ad ciaflera quantitatum fini-

tarum funt rc/crendaa

Coroll. X.
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Coro 11. I.

431. Ex tribus formulis difierentialibus fun-

dlionis v inuetitis eius dififerentiale folito more fum>

tum ita conflatur
, vt fit

cuius ergo formae Ticiflim integrale efl ipfa illa

fundlio V, vel etiam eadem quantitate quacunque

fiue auAa fiue minuta.

C o r o 1 1. 2 .

432. Si trium -variabilium ar , j' et s fun-

ftio V tuerit data eius formulae differcutiales fiu-^

gulae
,

^ ' d x > ^ ^ dy ! ^ \ Ti >

iterum erunt funftiones certae earundem variabilium

X t y et z per differentiationem facile inueniendae.'

Interim tamen eucnire poteft
;
vt vna pluresue va-;

riabllium ex huiusmodi foriHulis difierentialibus

prorfus excedant. . .

'

• Scholion i.

. • I i r
,

1 ,

"
I '

. 433. .Nihil etiam impedit, quominus quan-^

titas .V yt funiflio trium -variabilium ‘x .'y et z
‘ '» ‘J. *

. ^(fiari poflit
,
etiamfi forte duas tantum inuoluat

,

dum fcilicet' ratio compofitionis' ita efl comparata,^

vt tertia q^fi, cafii!excefferit
;

quod eo minus efl

. yol. III. *
• Ddd miran-^
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mirandum
,
cum idem in fundionibus tam Tn‘us

quam duarum variabilium euenire pollit. Quoniam

enim fundiones vnius variabilis commodillirr.e per

applicatas cuiuspiam lineae curuae repraeientari fo-

lent
,
fiquidem pro curuae natura applicatae eius vt

certae fundiones abfciirac x fpedari polTunt cafu quo

linea curua abit in lineam redam axi parallelam
,

etfi tum applicata quantitati conftanti aequatur ,
'

prdpterea tamen ex illa idea generali
,
qua vt fun-

dio abfeiffae x fpedatur
,

neutiquam excluditur

,

neque enim fi quaeratur, qualis fit f^undio y ipfius x ?

incongrue is refpondere cft cenfendus
,

qui dicat

hanc fundionem j aequari quantitati conflanti. Quod
deinde ad fundiones binarum variabilium jf et

attinet
,
quas femper per interualla

,
quibus fmgula

cuiusdam fuperficiei punda a quopiam plano diflantj^

repraeientare licet
,
dum binae variabiles’ j: et j ifi

hoc plano accipiuntur
,
manifeftum eft vtique . fu-

pcrficiem ita comparatam efle polTc, vt fundio illa,

vel per folam x v«l per folam y determinetur.

Quin etiam fi fupcrficics fuerit plana ipfique illi

plano parallela
,
fundio illa adeo abit in quantita*

tem conflantem ,• neque propterea minus tanquam

fundio binarum variabilium confiderari debebit.

Quamobrem etiam quando tradario circa fundiones

trium variabilium verfatur
,

in eo genere etiam

eiusmodi fundiones
,
quae, tantum vel per binas vel

vnicam trium variabilium x y y et z determinan-

tur
,
vel adeo ipfae funt quantitates conflantes.

Scho-
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Scholion 2.

434. In calculo differentiali iam eft often-

fum
,

funiflionmn plures variabiles inuolucntium

diffcrentialia inueniri , fi vnaquacque variabilium

feorfim tanquam fola cflet variabilis fpe<3:etur ,
atque

omnia diffcrentialia inde nata in vnam fummam

coniiciantur. Quodfi ergo diflerentiatio hoc modo

inftituatur , ' fingulae’ iftae operationes, deleto tan-

tum diflerentiali
,
praebebunt formulas differentiales ,

4juas his fignis

(n)* (jJ) CrJ
indicamus: fimulque intclligitur

,
quomodo etiam

fuiKfUonum quatuor pluresue variabiles inuolucntium

formulae differentiales fint inucniendae. C rea fun-

ftiones autem trium variabilium x,j> et 2 exem-

pla aliquot fubiungamus
,

quibus earum ternas for-

mulas differentiales exhibebimus.

Exemplum i.

435. Si futiHio trium variabihm ft

vnax-i-py-l- Y*

eiut formulae difereiniales ita fc habebunt.

Cum per diffcrentiationcm prodeat

manifeftum eft fore

:

= (
4-p=(3 ; (J|)--Y

D d d 2 fteque
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ficquc omnes tres formulas difiercntialcs efle con-

flantes.

Exemplum 2.

43<f- Si fun&io trium variabilium fit

V — y'*’ 2''

,

ciuT formulae differentialer ita fe habebunt.
I

Differentiatione more fblito pcraifla fit

:

' z''dy dz -

vnde perfpicuum ell fore formulas differentiales

:

_

quae ergo fingulae funt nouae fundliones’ orrinium

trium variabilium a:
, j' , z nifi exponentes X,fjL,y

fint vel nihilo vel vnitati aequales.

Exemplum
+37. Si fuv&io V duas tantum inuoluat varia-

biles X et y ,
tertia z in eius compofitionem non in-

grediente
, formulae dfferentiales ita fe habebunt.

Qiiia fiindio v duas tantum variabiles x et y
implicat

,
cius differcntiale huiusmodi formam in-

duet :

d‘vzzpdx-\~qdy-^odz

tertia fcilicct parte ex variabilitate ipfius z orta
euanefeente

,
vnde habebimus

;

' ' Corol-
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Corollari u'm.

438, Hii)c ergo yicilTim patet, fi fuerit C^)—o
tum fore v fundionejn quamcunqiie binahim varia-

bilium ar et^, quam in poficrum ita indicabimus

V— r;(.t,^) denotante r:(arj') funAionem quam-

cunque binarum variabilium x tt j.

S C h o 1 i o n.

439. Mox ofiendemus, quando funAio trium

variabilium ex data quadam relatione fcu conditione

formularum differentialium inueftiganda proponitur,

qualibet integratione introduci fundtionem quamcun-

que arbitrariam binarum variabilium, atque adeo in

hoc confidere criterium
,
quo haec pars calculi in-

tegralis a praecedentibus didinguitur. Quemadmo-
dum enim

,
dnm natura fundioniim vnicac varia-

bilis ex data differentialium conditione inuedigatur ,

in quo vniuerfus liber primus eft occupatus , per

quamlibet integrationem quantitas condans arbitraria

in calculum inuehitur
,

ita in parte praecedente

huius fecundi libri vidimus
,

fi funtdiones binarum

variabilium ex data formularum differentialium re-

latione inuedigari debeant
,
tum ad edentiam huius

traftationis id pertinere
,
quod qualibet integratione

nen quantitas condarts fed adeo fundio vniiis varia-

bilis proifvis arbitraria in calculum introducatur,- etfi

enim plerumque bae fundliones veluti r:(aj.-+P7)
ambas variabiles x tt y implicabant, tamen ibi tota

D d d 3 ' quan-
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quantitas ay-^^y vt vnica fpeiflatur
,

cuius fun-

dionem quamciinque illa formula

denotat. Nunc igitur
,

\bi de functionibus trium

varfabilium agitur probe notandum eft, qualibet in-

tegratione fundliouem arbitrariam duarum adeo va-

riabilium in calculum introduci : ex quo fimul in-

dolem integrationum
,
quae circa fundliones ‘plurium

variabilium vcr&ntur
, colligere licet.

Problema

440. Si fit V fundlio quaecunque trium varia-

bilium Xy y et z eius formulas difierentiales fecundi

altiorumque graduum exhibere.

• Solutio.

Cum eius formulae dif!erentialc$ primi gradus

quaelibet indar nouae fundtionis confiderata iterum

tres fuppeditabit formulas difierentiales, quae autem ob

( f
ddv \

X dy/ 'dydx'

reducentur ad fex fequeutes :

( d dv . I i dv \ . f d d V \ , / d dv ^ . / d dv , / ddv \
dx* ^ a y- '<12> y’ ^dxdyl^ ^dydx' '^dxd z'

ex quarum denominatoribus intclligitur
,

quaenam
trium quantitatum a:

, j ,
z in vtraque difcentia-

tione pro fola variabili haberi debeat. Simili modo
• eui-

l
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ciiidens c(l formulas ditfcreotialcs tertii gradus dari

decem fcqiieutcs

:

' /<*’’*'')• t d' V \ , / \

' d X*
^ ’ ' d i> dy / ’ ' d j: d^» ^

' d>‘ ^ ' d>’ d s ' ’ «dji 3 2 * / » \ dxd>a~ '

^d*D\./d’D^
id“FdT^\ Vd^dTr A

Formularum porro difFercntialium quarti gradus nu-

merus cft, 15 quiuti ai etc. iecunJum uumeros tri-

angulares
,
fimulque ex cuiiiSque forma perfpicuum

eft
,

quomodo i|us valur ex data fundione v per

repetitam difTcrentiationcm
, in qualibet \nicara va-

riabilem couGderaudo elici debeat.
*

Coroll. I.

41-1. En ergo omnes formulas differcntialcs

cuiusque gradus
,

quas ex qualibet fundlione trium

variabilium deriuare licet per differentiationem
,
quae

porro vt fiuiiflioncs trium variabilium fpcftari

pofTunt.

Coroll. £.

444. Quemadmodum ergo ex huiusmodi fun-

dlione data omnes eius formulae differcntiales ope

calculi differentialis inueniuntur, ita viciflim ex data

quapiam formula differcntiali, vel duarum pluriumue

relatione quadam ope calculi integralis ip;a‘ illa fun-

&io vnde eae nafeuntur
,

inueGigari debet.

Scho-
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Scholion i.

4+3. In calculo quidem differentiali parum

refert
,
\trum fuuclio differentianda’ vium plurcsue

variabiles inuoluat, cum praecepta difftrentiandi pro

quouis variabilium numero maneant eadem
;

quam

ob caufam etiam calculum difKrentialem fecundum

hanc fundionum varietatem in diuerfas partes di-

flingui non erat opus. Longe fecus autem accidit

in calculo intcgrali
,
quem fecundum hanc functio-

num varietatem omnino in partes fliuidi neceffe eft,

quippe quae p.-\rtes tam ratione propriae indolis quam
ratione praeceptorum maxime inter fe difcrepant.

Quemadmodum igitur hanc partem ciica funCtiones

trium variabilium occupatam traCtari conueniat,. ex-

ponendum videtur. Ac primo quidem ii cafus com-
modifTime euoluentur

,
quibus vnius cuiusdam for-

mulae differentialis valor datur
, ex quo indolem

functionis quaefitae definiri oporteat
,
quoniam haec

inuefligatio nulla laborat difficultate. Deinde huius-

modi quaeflioncs aggrediar, quibus relatio quaepiam

inter duas pluresue formulas differentiales proponi-

tur
;
vbi quidem plurimum refert

,
cuiusnam gra-

dus ea fuerint
,
fiquidem ex primo gradu plures

cafus expedire licet
, dum ex altioribus vix adhuc

quicquam in medium afferri poteft : hunc ergo or-

dinem in ifta traCtatione obferuabo.

Scho-
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Scholion 2.

444. Videri hic poflct id itmdiones trium

Tariabilium definiendas duas adeo conditiones fcu

relationes inter formulas difierentiales admitti pofle,

neque ynica praefcripta quaefUoncm elTe determina-

tata Quodfi enim ponatur

dv—pdx-^qdy-^-rdz ,

Tbi litterae p f ? ,
r Ticem gerunt formularum dif-

ferentialium primi gradus , atque Terbi gratia hae

duae proponantur conditiones Tt fit

et rzzp

ac propterea

dv—p{ dx-\-dy-\-dz )

,

manifefium eft folutionem dari polle fcilicet

•o:=.T ',[^x-\-y -\rz).

Verum ad hanc obieAionem relpondeo , in hoc

exemplo cafu euenire , vt binae ctxiditiones fimul

confiftcre poiTint, altera enim parumper immutata

yt manente q~p eOe debeat rz=px ideoque

dv^p{dx-\-dy+xdz
)

,

perfpicuum dl ,
nullum pro p Talorem exhiberi

pofic
,
per quem formula di&rentialis

dx -^dy -\^x dz

multiplicata* integrabitis reddatur , quod rnicum

exemplum fufficit ad demonfirandum
, duabus con-

Vol. ///. E e e ditio-
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ditionibus praefcribendis huiusmodi quaeftiones eua-

dere plusquatn determinatas
,

neque proptcrca folu-

tionem admittere ni(l certis cafibus quibus quafi altera

conditio iam in altera inuoluitur.
,
Quocirca femper

Yuica relatio inter formulas differcntialcs propofito

omnino fufHcit problemati determinando , quod id>

circo
,
quia per integrationem fundlio arbitraria in-

definita ingreditur , aeque parum pro indeterminato

e(l habendum ac problemata calculi integralis com-
munis quorum folutio conflantem arbitrariam intro-

ducit.

CAPVT
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/

DE
INVENTIONE FVNCTIONVM

^

TRIVM VARIABILIVM EX DATO
CVIVSPIAM FORIvivLAE DIF-

FERENTIALIS VALORE.

Problema /4. ?

445.

Dato valore cuiuspiam formulae differeiitialis pri-

mi gradus, inuefligare ipfam fundlionem trium

variabilium
,
ex qua illa formula differcntialis na-

fcitur. I .
•

. ,

'

’
‘ Solutio.

Sit c fundlio quacfita triilm variabilium x

}

^ et z et S carundem fuii(Rio data quaecunquc, cui'

formula differcntialis debeat effe aequalis. Cum
igitur fit (p') — S, erit pofita fola quantitate »

varibili binis reliquis vero j' et s vt conflantibus

fpcdlatis dv—Sdx idcoqiie
.m

* -% . #

<y~/S </jr -f* Conft.

vbi notandum eft in integratione formulae S(/v am-

bas quantitates y et z pro conflantibus haberi ,
et

£ e e z loco
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loco Con/i. fundiooem quaracunquc iplarum y tt z
fcribi debere, ex quo fimAio quaefita ita exhiberi

poterit

:

vzzfSdx-^-Txly et *)

hic fcilicet T:(j'ets) quantitatem quamcunque ex

binis quantitatibus ^ ,
et z Tna cum conflantibus

vtcunque conflatam denotat.

Simili modo fi proponatur (jJ)— S erit

v=/S<(y-4-T:(xet z)

et haec aequatio (^)=S integrata praebet

v=:/Siz4-T:(z etjr).

C o r o 1 1. I,

445. Hic iam abunde intelligitur integratione

huiusmodi funAionum loco conflantis introduci fnn-

Aionem arbitrariam duarum quantitatum Tariabi-

lium
, atque adeo in hoc charaAerem harum inte-

grationum effe conflituendum.

C O r 0 1 1. 2 .

447. Hic ergo iflud problema folutom dedi-
mus

,
quo quaeritur funAio v trium variabilium

ar
, ^ , z ,

Tt pofito

dv=pdx-\-qdy-^rrdz
,

fiat vel p = S, vel q-$

,

vel rrrS
, exifiente S

funAio-
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fiinftione quacunque data easdem rariabiles
,

vel

duas
, vel vnicain inuolucnte.

C o r o I L 2 ’

448. Qaodfi igitur ede debeat fcu

/>rro, funftio quaefita erit vrrr:{^ets), et vt

fiat (^)—

o

erit v— FtCxetz), tum vero vt fiat

(j^)—

o

,
neceffe eil fit vrrr;(ar etj').

Scholion i.

449. Quemadmodum in praecedente parte

fbndiones arbitrariae vnius variabilis per applicatas

curuarum quarumcunque fiuc regularium fine etiam

irregularium repraefentari poterant, ita in hac parte

fundtiones binarum variabilium arbitrariae per (u-

perficiem pro lubitu deferiptam repraefentari j>oflunt.

Ita fi fuper plano, in quo binae coordinatae ar et /
more folito affumuntur

, fuperficies quaecunque cx-

panfa concipiatur, tertia coordinata diftantiam cuius-

vis fuperficiei pundi ab illo plano- defignans
, fun-

diionem quamcunque binarum variabilium x et

repraefentabit. Hocque modo aptiflime vera idea

huiusmodi funftionum conftuui videtur , cum ex

ea non (blum ratio harum fundiionum regularium

fed etiam irregularium perlpiciatur.

Scholion 2.

450'. Hic etiam notari conuenit huiusmodi

fimdlioneS' binarum variabilium infinitis diuerfis mo-
‘ £ e e 3 dis
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dis cti.im defignari pofle. Variatis enim in plano me-
morato binis coorJinatis .v ct in binas alias t et a,

\t fit t-rzax-\-^^y et , manifcftum

cll fundlioncm binarum variabilium t ct u feu

Ti{tttu) conuenire cum funftione ipfarum .v et _y

feu r:(.vet>’); fi enim loco t et « illi valores

pro .vet y fubfiituantur vtiquc prodit fundlio duas tan-

tum variabiles ,v ct ^ iuuoluens. Atque multo genera-

lius fi t aequetur fundUoni cuipiam datae ipfarum x et

j, paritcrquctt huiusmodi alii fundioni, tum r:(/ett/)

ficata fubllitutione abibit in fundionem ipfarum x
ctj ita exprimendam .A: (.V et >') ;

non enim nc-

cefiTe cft vt idem fuuAionis charafter F rationem

compofitionis quafi denotans ytrinque fit idem curn

hic in genere de funclionibus quibiiscunque agatur.

Quare fi in fequentibus forte eiusmodi fundiones

occurrant

:

r:{ax+bjf et fxx+gjy), vel r:(V'U‘a;-H7) et /^)etc

earum loco femper haec forma fimplex F:(a:et_y)

feribi pote fi.

Scholion 5.

451, Solutionis, quam dedimus, confideratio

nobis fuppeditat fcquentes reflexiones. Primo pofito

dv—pdx-\-qdy-\-rdz '

fi debeat efle p=:(^)— 6 ,
fiet-

dv—.qdj/-\-rdz
,

’

-

Tnde patet v eiusmodi efle quantitatem ,• cuius dif-
' • ' •'

• feren-
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.
407

fercntiale hanc habiturum fit formam qdy-\-rdz\
quod fieri nequit

, ntfi quantitas <0 fuerit fun<5lio

binarum vari.ibilium y ct z tantum
, tertia x pe-

nitus exclula,- et quia circa quantitates 7 et r nulla
conditio praeferibitur

, re<fle pronunciamus
,

loco
quantitatis v accipi pofle fuinflionem quamcunque
binarum variabilium et z feu e(Te vr T :(j' et z),
quam eandem folutioncm confideraiio formulae f- )=o

.
' ax'

fuggclTit. Deinde fi eflTe debeat generalius [—)=p-S
denotante S quantitatem quamcunque ex variabilibus

X
, y ^

z conflatam
, habebimus

dvzziSdx-^-qdy^^rdz

quae aequatio ita refoluitur. Quaeratur primo in-

tegrale formulae Sdx fola quantitate x vt variabili

fpeiSata
,

quod
,
fit —V; haecque quantitas per

omnes tres variabiles differentiata praebeat

dW —Sdx-\-Qdy-^ Rdz ^

ex quo cum fit

Sdx—dV—Qdy—Kdzerk
dv:::.dV -\-{q-~Q^)dy~\-(r—R)dz feu

d.{v—W)zz(q—(^)dy-\-{r^R]dz
,

vnde vt ante patet quantitatem v— W fun<flioni cui-

cunque binarum variabilium y ct z ^ aequari pofle.

Quare ob V ~/ Sdx
,
prodit vt ante

v—/Sdx-^r:{y et z )

;

hocque ratiocinium ^ qiio ifihuc peruenimus
,

dili-

genter
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genter notari meretur, cum etiam in parte prima

eximium vfum praedare poflit. Fropofita enim
aequatione

quia e(l

erit

:

feu

cuius poderioris membri integrale manifedo- ed

¥:(x~{~ajf) hineque

quo vna integratio abfoluta ed cenfenda. Quare

cum dt

Jz=dx(,i-D+Jyii!)

habebitur

dz—{^){dx--ady)+adyV:{x-{-aj/).

x-ayzzty

Tt fiat

dz:zzpdt-\^adyr^:{t-\-iay
)

,

pro
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pco duabus Tariabilibus t tt y hincque .

aj
) -H fd t ix ay )J

; . r=i: :(^-HiyrXrf-A ;(a^- ay)

quia
. . .^

'' '^:tzzA':{x—ay) 'et
X •' 1

: .
ProbJema ,75.

' 452. • Inuefligard indolem- funcfHoniS' trkiift

Variabilium x ^ y ^
z- cuius formula

'
quaedam diffe-

rentialis fecundi gradus aequetur datae cuipiam fani-

«5tioni S.
'

•
' \ -

'

,
S o 1 u t i,o,

‘ •

• ‘ - . . , i .'..'.c

Denotet v funclionem
.
quaeiltarn, et .cutnei^^s

,fcx dentur formulae dijSerentiales. fecundi rgwciufc,

ponamus primo efle debere et integra-

tione femel inflituta prodit -
. ,

{•^^J-fSdx^i-rilyctz),
. .

'
1 ' 1

' •
’

;

iterumque integrdndo'

. V ~fdxfSdx-\-xT \{y et s)-i-AK j(' *)

vbi in formulae fdxfSdx duplrci' integratione fo’a

quantitas X vt variabilis fpedatur'^ quemadnaodum

iain‘fupra cft inculcatum' Similis 'autem* omaioo

'eft ifltegraiio- aequatioriuha
-•' • * • •

(t^-)=s et (i^]=s.

Pfo reliquis formulis differentialibus fecundi gradus
“

Vo!. ill. F f f fufficit
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fufficit IwQC Taam(j^)=S"retolui(re’^ quae primo

per folam variabilem ar. integrata dabit -
•

Deinde altera integratione per
,

(blara yari^ilcm y
inftituta colligitur :

^ .

v:=fdyfSdx^fdyf.{ytt «)-i-'A:(.v et s) *

vbi primum oUeruo ;parKm^ primam ; ndlo difcri-

mine ordinis inter binas variabiles x et iiabito

ff$dxdy .exprimij poflc.. Deinde quaecunque

fuerit /:(> et 2) fundlio ipfarum et 2 , fi ea per

dy multiplicetur et,fpe(fiata 2 vt conftante inte-

gretur ,
euidens crt denuo fundiohem ipfarum y et

prodire et quia illa nullo modo determinatur
,

etiam hanc ibre indeterminatam ideoque arbitrariam,

rndo ftatuerc poterimus

:

vzzyT^Srf-Vi/r-l-r :(j' et 2)-4- A :(.r et 2).

Coro II. I.

^‘453. Hic obferuo per integrationem formulae

yd>/;(^et2) iam fponte formulam A:(xetz) in-

vehi
j
cum enim, ibi fola quantitas vt variabilis

.fpedetur
,
loco quantitatis conflantis per integratio-

nem adiiciendac fundlio quaecunque ipfarum a; et ar

feribi poterit.

•

,
CorolLaJ

Digitized hu ( .'^ogle



c A piv.t: n: 41*

>Co'r oII.. 2.1 5 .

454. Qiiqdfi funciio illa data S euancfcat

,

fequcntes integrationes proiienient! ‘ '
. j

/
*

•fi '(^-)nro.; erit et z)+A'.{y ct z) p

fi erit vzryT :(x ct z)^A:(-x dt z) ‘

" V
'

f C • 1.
'

fi — o ,
erit v— zr’r{xtty)-j-A:(xeiy)

fi (J^)= o, erit v = r :(i-efij4^A:'(>'et.a:y
^ )

1 -f'
p' — / 1 . \

fi , erit e? r :'(a:et^)-fAr[>"et 2)

fi (^)^O. =

455<..Qui? ^ic^duphci.ppus eft
.
integratione ,

atque etiam' duae’ funAionef " arbitrariae Ttraque

Bfharnn»' Tariabiliilnrf' ih’ talculum rfimt' inuc£lae;{

certiflimum eft criteriurn haecT integt;atia.r iuuenta^

efle completa,' ih - / ti

•

.
v . .

•

"

‘‘'‘'ScfiolibnV--'
r ) '',

\r.', i !,-j

455. Alio ctiani (m<)da ;haec ; Wde«m jntegra-

lia erui poflujot^ qui nititur, principio, fupra (45*0
ind](jam, quod, fi^fuerit

* km

'

“ dv\=iSdx'^qdy^rkz tore’'
‘ ' '' "

'

v=:JSdx>\-f‘.{yctz).

Fff a . 5ccun-
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Secundum hoc principium ergo fi fuerit ( )— S

‘erit ,
•

;
. .

•

'

qua forma' cum ilia collata loco v habemus ."(j-®) :8t

loco ^ et r has formulas . —
f ddv \ / ddv \

I ^ itxdy : .1 ;<i * d. * ^
, . ; t , ^

’

ex quo intcgrale erit >

' (^)=/S</i4-/:0'et «).

‘

Cum iam porro fit

dv=(il)dx^-(pdj-\-(pp‘dz^ent • • .•

dv= dxfSdx-ir^xfxiy et z )V<y ( j| )

+

vnde pariter manifefto feguitur :

' v^fdxfSdx^xY'.Vy^\^)-^^\^y^

Pttri modo ' operatio Toft inftituenda [prO;.^aequati<Kic

inde enim fit !. i'. !. ; j
'

cuius, integrale efl
'

) r

.

altera integratio inffii^natur in hac forjna i

d‘a~dyJSdx-\-dyfi{y et

\nde oh /' ' A
f(hf\{y'tiz)=T'.{yttz)

' ' '

-t . r. 1 i i ohw*
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ebtittctur 'vt- ante

- vzz/fSdx//jr+ r:iyetz)-+-A:{x'ctzy
'

Problema 7^5. .

'

.

457. Inuedigare indolem fandionis trium 'va-

riabilium X et 2 , cuius quaedam formula diflfe-

reiuialis' tertii gradus aequetur datae cuipiam quan'

titati S cx illis variabilibus et conftantibus vtcunque

compofitae..'

Solutio.

Pofita fundioae ,quae(ita rrv
,

percurramus

non tam fingulas eius formulas diiferentiales tertii

gradus
,
quam eas quarum ntio cft diuerfa.

' ^

! 't»

Sit igitur primo (^)— S, et prima inte-

gratio ftatim dat
' '

{^)-/Sdx-h:^ri{yctzy, '

[

^

tum ' vero altcr.f

ct 2“)

tnde tandem colligitur,; 1
>

y—fdxJdjc/Sdx-}rxxr, :(i>»:eti?;) *

)

Sit fecundo T37^)=S et binae priores - int^ratioJ

nes *vt ante'da«t J” < '

^

(*^)=:/dxfSdx-\-xr:(yet 2)4- A:(V«t 2)

; 0 F ff 3 quia
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quia nunc vt vidimus pro fdyV'{y tt z) fcribcre

licet : r :(y et s) per tertiam integrationem inuc-

nimus

:

v-/'Sdx*dj+xr:(j' et 5;) + A;(>cts)+2 :(a:cta:).

In his autem duobus cafibus omnes formulae diffc-

rcntiales tertii gradus, variabilibus permutandis, con-

tinentur
, fola excepta vltima hac quam

idcirco feorfim tradari oportet :
• •

Sit igitur (_^_)— S et. prima integratione

per folam variabilem x mftituta obtinetur

nunc fecundo integreturj per folam variabilem y ,

ac reperietur

(^)=//Sdxdj-hr:(y et z)-i-A:(x etz)

vnde tandem tertia integratio, per
. s dabit

V=/ Sdxdydz+r:(y et z)+A:(x et z)-^i::(xety)

ficque problqma perfedle eft refolutura, • - -- -s

CorolJ. II.;:- ' T

•’ 45 8-'Quoniam hic triplici opus erat 'integra-
tione

, iotegrala inuenta etiam tres fundiones arbi-
trarias comple<^untur,.casque fingulas ilinarum varia-
bilium

, quemadmodum natura intcgralium com-.
pletorum poftulat.

•.
, T :'j i

. 'I \x\.\

' ‘
‘ CoroU. a;

I
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Coro 1 1. 2.
‘

* 459. Si quantitas data S euanefcat
, integra-

lia hacc fcquenti modo (e Iiabebunt

;

fi fuerit (^)=o erit

V— arjrr:()' ets)-hA*A;(j'et«)+2:(>'et s)

fi fuerit erit

v=aT:(j^ et s)-t- A;(/ et 2)4-2J:(.r et «)

fi' fiderit (j^-)=:o erit

v=. r:(/ ets)H-A;(a; et «)+5l;(ar etj').

Schol ion.
r )

4<fo. Eadem 'integralla etiam altera methodo

fupra. expofita inueniri pofliint, fuperfiuumque ibret

fingulas operationes hic apponere. Aeque parum
autem opus erit has inueftigatioiies ad formulas dif-

ferentiales ahiorum graduum profequi
,
cum lex

progreflionis fundlionum arbitrariarum fingulas inte-

gralium partes conllituentium cum per fe tum per

ea quae fupra funt expofita , fatis fit manifefta.

Quare huic capiti
^
quo vna quaedam formula dif-

ferentiatis quantitati datae aequari debet
,

plene efl

fatisfadlum. .Antequam autem vlterius progredior

duos adhuc callis fttis late patentes proponam
,

quorum rclolmio facile ad praecedentes iam traftatas

cakuli integruLs partes reducitur
,
quam propterca

hic
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hic tanquam conccflam' afliimerc licet
,

fiquidem

dirHcultates ,
quae in iis occurrunt y non ad prae-

'ftns ihftihitum funt referendae. ‘

; , •
, r

Problema'^ 77.

461. Si in relationem propoGtam ex qua na-

turam functionis trium variabilium et z de-

finiri oportet , aliae formulae differeutialev non in-

grediantur ,
nifi quae ex \riica variabili x oriun-

tur ,
quae funt

f dv \
'

(
d-dv

V ^ T**"

\ ^ /. i' V
J i \ i x‘ )

etc.

functionim quaefitam inuefiigare.

Soluti
< • i

' * * ^ % t

O.

- Cum aequatio- propofitam continens relatio-

- nem alias formulas difierentiales praeter memoratas

non comprehendat
,

in ea binae quantitates j et s

: pro conflantibus habentar
,

idcc^que.et-am ia fingu-

1 s integrationibus tanquam tales tractari poflunt.

Hinc aequatio profofita duas tantum variabiles x

et V inuoluere eft cenienda , et reiectis formuLirum
• differcntialium vinculis, habebitur aequatio difleren-

• tialis nd librum primum referenda in qua , fi ad

- altiorcs gradus exfurgat
,

elerremum conflans

r fumtum efl putandunt. Quodfi er;;o praeceptornm

ibidtm traditorum ope haec aequatio integrari queat,

• tum loco conflaotium per fingulas integrationes in-

grefla-
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fretTarum' fubftltuantur Tun(fliones arbitrariae bina-

rum yariabiliuth y et s
y velati

r i(y et a
) ,

A: (>' et z) etc.

ficque habebitur folatio completa problematis pro-

pofitu
'

'
{

,

Coro 1 1. I.

'

'4<J2. Praeter plurimos igitur intcgrabjlitatis

cafns in libro I. expbfitos
,

etiam fcquentes aequa-

tiones differentiales qaamtumuis alti gradus refolu-

tioqem admittent

:

S=A«+B.v(J_p+Ci’(^)+Dj:'(3Vt)+etc.

C o r o 1 1. 2 .

453. Vinculis enim abiedis eiusmodi haben-
tur aequationes differcotiales, quales in extremis ca-
pitibus libri I, integrare docuimus. Tantum opus
ctt

,
vt loco conftantiiim per integrationes iugrefla-

rum Icribantur tales funtJlioncs

;

«

r:(yetis); A;(^et2)^ 2;(ycts) etc.

vt hoc paclo integralia completa obtineantur.

Scholion.

454. Huc etiam, referri pofTunt eiusmodi re-

lationes propofitac
,

in quibus formulae difTercntia-

f^o/. llI. Ggg les
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,.les bina elementa dx et dy inuoluentes ita - conti-

nentur
,

vt hoc dy vbique eundem habeat dimendo*
num numerum

,
cuiusmodi funt

,

fddv -\ . ( d’v . f d*v \ f di V \

\~dp~ ' ^didy'"* ' dx’ayi/ i ^ d x>

ipfa autem tum quantitas v nusquam occurrat. Si

enim tum pro priori cafu ponatur. (^)— a, pro

porteriori vero (^)=:a
, relatio ad .cafum pro-

blematis reuocabitur ,, alias formulas differeutiales

non cortiucns' praeter

«c.

et ipfam forte fundiioiicm u Quare fi aequationem
per praecepta fupra tradita integrare

, in e )ue fun-
dlionem u definire, licucrjt

, 'tum reftituendo loco u
vel

(f--)
vel vt fiat vcl (^)~S,

etiam hinc per praecepta huius capitis ipfa fumfiio <u

determinabitur. Quin etiam hoc modo refolui po-
terunt aequationes huiusmodi tantum formulas difie-
rcntiales compledentes :

d\^''v </»‘4*-+-' y y »

dy^^dz’ ’
^dx d'f-ds^^ ^

^ dx^dy^dz*^

yhi omnia tria elementa dx
, dy

, dz occurrunt'

;

. . ...
polito enim «, tota aequatio alias for-

mulas non continebit practee '
‘

( dd u \ (d'u\
*u X ' i 'd**' etc.

vna
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Tna aitn ipfa fun<ftione u ,
ficque ad cafiim huius

problematis erit referenda ex cuius refolutione fi

prodierit
,

exiftcnte iam S fun-

Aione cognita
,

inuefiigatio ipfius fundionis v iam

nulla amplius laborat difficultate. Datur autem prae-

terea alius cafus ad libri II. par*^em priorem redu-

Problema

4<J5- Si in relationem propofitam
,

ex qua
trium variabilium z fund.onem v dedniri
oportet

,
aliae formulae difiereutiales non ingrediun-

tur
,

nifi quae ex variabilitate binarum a; et >- tan-
tum nafcuntur

, tertio elemento dz penitus exclufb)
funftionem v inueftigare.

Solutio.
Quoniam in aequationem refbluendam

,
qua

relatio propofita continetur, quantitas z non vt
variabilis ingreditur, quotcunque integrationes fuerint
infiituendae , in iis ita quantitas z ranquam eflet

conflans traftari debet. Huius ergo aequationis re-
folutio-ad partem praecedentem efl referenda, cum
funtfiio binarum tantum variabilium x tt y tx for-
mularum diflfercntialium relatione data fit inuefli-
ganda

;
quodfi itaque negotium > fucceflerit et inte-

gralc fuerit inuentum
, in eo totidem occurrent

G g g a fun-
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fundio/ies arbitrariae viiiiis variabilis certo modo ex

X et j coutiiuae
,
quot integrationibus fuerit opus

;

fit F:/ huiusinoJi fundio ,
vbi t per x et y dari

affumitar : ac nuiK vt iJla Iblutio ad praeiens in-

ftitutuiTi accomrnodetur ,
vbi quantitas z variabilibus

annumeratur , Uko cuiusque fundionis arbitrariae

r.t feribatur hic r:(rets) fundio fcilicet, duarum
. -;-i. :i: ^ , . .

. . . •

C o r o 1 1. I.

4<y<J. Si ergo haec propoGta fuerit aequatio

. i.

quia in parte praecedente inacuimus: •; •

,

'

pro cafu praefente
,
quo v debet eife fqndio trium

variab.lium x y y et z iiuegrale ita fe habebit

:

s;— r:(.Y+<y' et z)~{-’^:{x— ay et t:).

C O r 0 1 1. 2 .

457. Hic fcilicet meminifle oportet formam
j .-t

^
,

r:{x-{-ayctz)
,

defignare fundionem quamcunque binarum variabi-

lium
,
quarum altera fit zixyajy altera vero -z;

vnde ipfam fundionem per applicatam ad certam

fuperficiem relatam repraefentare licebit.

Schollon.
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SchoHoft.

4<58 . Non folum autem aequationes in pro-
blemate deferiptae ad partem praecedentem calculi
integralis reducentur, fcd etiam innumerabiles aliae

,
Quae fafta quadam fubftitutione ad eam formam re-
formulae u..'^t„ri fi aequatione propofita aliae
omnibus vnica dimenlio ^

^
.

_ in Quibus
quae funt:

/dv\, f ddv \ , f
ddv \

, f
d^v

^ , f d^v \ . f d^v \ p*-
V d ^ \ dx d z ^ ' dy ds d x* d ^ dj-Jz *

manifeftum e(l pofito (|^)rra, aequationem illam

in aliam transformari , ex qua iam funftionem u

inuedigari oporteat , eamque ad cafum in proble-

mate expofitum referri. Qiiarc fi inde indoles fun-

ftionis u definiri potuerit
, vt fit «n.S i reflat vt

haec a^iiatrd (^)— S refoluatur , -vade vt ante

vidimus
,

fit

vz:z.fSdz-\-V :(a- et f).

Hoc idem tenendum ell, fi aequatio propofita ope

fubflitutionis

ad cafum problematis reduci queat Quin etiam per

fe efl pcrfpicuum fi ope transformationis cuiuscun-

que, aequatio propofita ad cafum problematis re-

duci queat
;

tales autem transformationes fupra plu-

res expofui , dum vel loco fundionis qu»efitae v

Ggg 3 alia
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>

alia u iotroJucitur pflihendo v~Su, vel ipfac varia-

biles X
y

z in alias p , q t
r mutantur

,
quae

ad illas certam teneant rationem, quod ' negotium

pro cafu duarum variabilium fupra fudus explicaui;

hocque ita pcrfpicuum eft, vt fimilis redudlio ad hunc

cafum trium variabilium facile accommodari queat. In

fequentibus tamen forte eiusmodi tra‘‘-l'^’ generis

occurrent
;
ad alios ero'/' progredior

, vix

c» «
— ‘^ementa rem produtfiurus.

CAPVT
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CAPVT III.

423

DE

RESOLVTIONE AEQVATIONVM
differentialivm primi gradvs.

Problema 79.

459.

S
i pro fiioftione v trium variabilium x

^ j ,
z ^

pofito

dv-pdx~^q^y-\rrdz j

fiieric

ap+i?q+yr—o ,

indolem fuudionis v definire.

' Solutio.
Cum fit

• 'ydv — ypdx~\-yqdy—{a.p-\-^q)dz erit

y dv=p[y dx—adz) •yq.[ydy^^dz)

ideoquc ponendo •

y x—az— t et yy— ^zxzUf

habebitur

ydv::z:pdt~\~qdu
vnde
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ndc patet quantitatem’ v aequari funi^oni cuicua-

que binarum variabilium t et ti ,
ita \t Ct

c— r:(/ ct u)

ct reftitutis v.aIoribus afliimtis . . ... ....

cJ:='r;{Ya: — asctT;;'— (Ia). .

quae ergo e(l folutio problematis , (1 inter formulas

diiTerentiales proponatur haec conditio vt fit

»(r:!+p(j5)+v(f:)=o ,
cuius itaque aequationis integrale clarius ita exhi-

betur :

r etf^rr,. :

.

^

.

Co ro 1 1. I. . .

.

470. Euidens cft hoe integrale etiam ita ex-

primi poffe »

'

c=r:(pr|- ct|::rT) .

quandoquidem in genere \ti fupra obferuauimus e(l

r;(a: et y) zr A:(/ et u )

,

dquidem / et « vtcunque per x et j' determinentur.

Cor O n. 2.

471. Quin etiam affirmare licet, conftitutis

his tribus formulis.

f. y . y *.
ft y ^ y a

quantitatem v effe fundlionem quamcunque trium

harum
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harum formularum; llquidem vnaquaeque iam per

binas reliquas datur, ac propterea v nihilominus

fundUoni duarum tantum quantitatum Tariabilium

aequatur.

Problema .

47 a. Si polito

dv zzpdx-\-qdy -\~r dz

haec conditio requiratur vt llt

px~\-qy-\-rz—n<o leu

indolem huius funditouis v inuelUgaic.
«i

S 9 1 u t i o.

Ex conditione praeferipta capiatur yalor

f— quo rubftltuto fit

dv--^3--p^dx^-J^-^->rqUy-^) fcu
'

dv-'^^:=^pzd.\^qzd?-, .

'

Quo primum membrum intcgrabile reddatur mul-

tiplicetur per —, ita yt iana habeamus

:

px X

2* Z

Cum nunc quantitates p ti q non fint determinat^

VoL III.
* ' Hhh quo-
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fufficit hanc Tnanfi('^j^)c=S refoluiffe’^ quae primo

per folam variabilem x. integrata dabit . r

I •

Deinde altew integratione pcr,foIara variabilem y
inftituta colligitur :

v v ,

v==fdyfSdx^fdjff:{ytt z)-H A:(.r et s) •

vbi primum obferuo ;parKm^ primam i nullo dilcri-

mine ordinis inter binas v^irlabilps x ,et, j< habito

ff^dxdy .exprimi poflTc.. Deinde, quaecunque

fuerit /tCj' et z) fundtio ipfarum et z , fi ea per

dy multiplicetur et,fpe<fiata z vt conflante inte-

gretur
,
euidens efi deniio fundlibhem ipfarum y et

prodire, et quia- illa nnllo' modo determinatur,

etiam hanc 'lore indeterminatam ideoque arbitrariam,

vnde (latuere poterimus

:

-i-r :(/ et z)-l- A ;(.v et z).

\ .

f
* *

'• *
.

Coro II. I.

453. Hic obferuo per integrationem formulae

fdyf>iyttz) iam fponte formulam A:(A*etz) in-

vehi
; cum enim

,
ibi fola quantitas y vt variabilis

.fpefietur
,

loco quantitatis conflantis per integratio-

nem adiiciendae fundlio quaecunque ipfarum x et z
feribi poterit. ^

i i

CorolL a.'
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' "'Cor o ii; -2/1

454- Quodfl fundio illa data S cuanefcat

,

fequentes integrationes proiienient:

•fi
(
^-)=o ;

erit et a)+ A:{j' et z). •>

fi erit vrrjrrCx et s)+ A';(.r dt s)
!

fi ® V— «r;(xtt3')+A;(4:etj')

fi (J|^)= o, erit V = r :(icf

° ® = rV(arety)+Ar(>--et 2)
lOV

: ••ij'
;;i ,'T.

'
••,-

455«.JQu'J? ^ic ^duplici ppus eft. integratione ,

atque 'etiam' duae’ fundioncf arbitrariae ' Ttfdquc

Bfhard'ni'-‘Tariabiliilrri’ in' taltulam<ftmt- inucftae:^ hper

certiflimum eft critcriuiii haeca iatcgi;aHar inuenta^

efle completa.' L?, r, . ,
,.: , . ^ ,„c V'"*'

'‘-‘'ScHoHonV
f J i j ).;*

455. Alio etiam (modo jhttep- ftflde^ dot^ra-

lia erui poflujtjt» qui nititur principio, fupra ( 45*0
ind](|ato, qub^'fi, fuerit

ibre''
H'*''

v=:/S</a:H-/:(^ et 2). ^ •

{V. V.\

Fff » . 5ccun-
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Secundum hoc principium ergo fi fuerit

‘erit

d. {iyj-sdx ^Wtdy ! •' ^ 'dx de

qua forma' cum illa coUata loco v habemus et

loco q et r has .formulas . ........

I ' ixdy' 1. : .1 ;d X dz ' *
.

ex quo intcgrale erit
. . c

‘

' (^^J=fSdx-\-fiiyetz). ‘ /.

Cum iam porro (it

dv= dxfSdx-\^xfiiy f*}

vnde pariter manifefto feguitur :

' V z=fdxfS'dk-+^xT:(re^^ * )•

,

Pari modo ’ operatio :oft inftituenda .rpro-raequationc

— inde enim, fit u :.}-. ... «

cuius, integrale e(l

‘ c(|S)arp^x^/i(^^«tr«) i. -.r -'j >

altera‘ integratio in^fiituatur in' hac fotw** '
‘

dv~dy/Sdx~\-dj'fi{j' et x)^dx[^)r^:-dz{^)
- .. . i

.
^

^

.

.

vnde oh

fdvf’iy et a)=:r :(/ et z)

-.' .'x: . r H i

K j
i

obti<
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obtinetur 'vt- ante;:

- v^f/Sdx^jf-\-r:^etz)+A:(xxtzy '

Problema j6.
'

• +5'7* Inueftigarc indolem Tand^ionis trium •va-
riabilium j:

,
jr et s , cuius quaedam formula difie-

rentialu tmii gradus aequetur datae cuipiam quan-
titati b ex illis variabilibus et conflantibus vtcunquc

. compofitae.. ^

Solutio.

,
Pofita fundlioae ,quaefita

, percurramus
non tam fingulas eius formulas differCntiales tertii
gradus

, quam eas quarum ratio cft diuerfa. • '

Sit igitur primo et prima intei'
gratio ftatim dat • • -

( 14^ ) “/S et 3)',' ' i:- /-

tum' vero altera • *
• " • • —

^i^)—fdxfS'dx-\ri.xt ',{y tx. r)-f- A \[y et a")

'

tnde tandem colligitur,: [
' j

• S -f-XX r,
; (^y etif ) -+-:trA f(^ct *

)

'i-:-' .* '
. 4-S;f^.et

at fecundo Ti5:|j)=S et- binae' ptiores : integVattO.’

nes Tt ante ‘dant,*
'

,

'
'

'
,

'

(^)

—

JdxfSdx-\-xr :{y et z)-^ A :(^ et z)

.2 'iv. : O F ff 3 quia
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quia nunc vt 'vidimus pro fdyT’.{y ttz) fcrlbert

licet: r;(^et 2
)
per tertiam mtcgrationcm inuc-

nimus

:

v-j*Sdx* dj-\-xT ‘.[y et s)+ A:(>cts)4-2! .'(arcta:).

In his autem duobus cafibus omnes formulae difiTc'

rcntiales tertii gradus, variabilibus permutandis, con-

tinentur
, fola excepta vlcima hac

idcirco fcorfim tradari oportet :
• •

Sit igitur — S et, prima integratione
’

per folam variabilem x "inftituta obtinetur

nunc fecundo integretur, per folam
,
variabilem y .

ac reperietur

ii^)=^f/^dxdy+r:(y ttz)-{-A:{xctz)

vnde tandem tertia integratio, per s: dabit

v-fSdxdydz+r:iy ctz)+A'.(x ctz)^X:{xcty)

licque problema perfefte eft refolutura, • - -s
*

. j ' • •

Coroll. iuV.i.. ' T

•’ 45 8-’ Quoniam hic triplici opus erat integra'-
tionc, iotegralb inuenta etiam tres fundtiones arbi-
trarias complebuntur,.casque fingulas Knarum varia-
bilium

, quemadmodum natura intcgralium com-.
fletorum poflulat.

. -

Coroll. a.

/

’
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Coroll. 2.

* +59' Si quantitas data S euanefcat
, integra»

lia haec fcquenti modo fe liabebunt

:

fi fuerit erit.

.
«r:ara:r:()'ets)-Hji-A:(j'ct«)+ll:(j'Ct s)

fi fiierit erit

v=aT et 2)-t- A;(/ et a) 4-2J :(.t et «)
fi'fuerit erit

vzz T:(>' ets)+ A:(a; et a)-4-2:(aet9').

Scholion.
. 1

4<?o. Eadem 'integralla etiam altera methodo

fupra. expofita inueniri pofiunt, fuperfluumque fbret

fingulas operationes hic apponere. Aeque parum
autem opus erit has inuefiigatioues ad formulas dif»

ierentiales altiorum graduum profequi
,
cum lex

progreflionis fundfionum arbitrariarum fingulas inte-

gralium partes conliituentium cum per fe tum pec

ea quae fupra funt expofita , fatis fit manifefta.

Quare huic capiti
^
quo vna quaedam formula dif>

fercntialis quantitati datae aequari debet
,

plene ell

fatisftftum. Antequam autem 'vlterius progredior

duos adhuc cafus fttis late patentes proponam ,

quorum rclolutio facile ad praecedentes iam traftitas

cal:uli inttgrahs panes reducitur , quam propterea

hic



i' A P V T : Ili

hic tanquam conccflairi affumerc licct
,

fiquidetn

diihcultates ,
quae in iis occurrunt ^ non ad prae-

*ftns ihftihitum funt referendae. “
;

-

Problema'^ 7^,

461. Si in relationem propoGtam ex qua na-

turam fundlionis trium variabilium x ^'y et z de-

finiri oportet , aliae formulae diffcrentiales^ non in-

grediantur ,
nifi quae ex vnica variabili x oriun-

tur ,
quae lunt ’

*

(H). 1^)'. tf.’) «c.

fundtion&m quaefitam inuefiigare.
« «

Solutio.
V . .1 r !

Cum aequatio propofitam continens relatio-

nem alias formulas difierentiales praeter memoratas

non comprehendat , in ea binae quantitates j et z

: pro coiifiiiitibus habentur, idei^que.eram- in fingu-

1 s integrationibus tanquam tales tratSari poflunt.

Hinc aequatio profofita duas tantum variabiles x

et V inuoluerc eft cenCenda
, et reieftis formularum

• difiercntialium vinculis, habebitur aequatio difieren-

• tialis ad librum primum referenda in qua , fi ad

- altiores gradus exfurgat
,

cleircmum dx conflans

. fumtiim efl putandunr. Quodfi er:;o praeccpmrum
ibid;m traditorum ope haec aequatio integrari queat,

tum loco conflantium per fingulas integrationes in-

grcflii-
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fre(Tarurri fubftituantur fun(fUoncs 'arbitrariae bina-

rum variabilium et s
,

veluti

T: (j' et s
) ,

Ai{y et z) etc.

ficque habebitur folutio completa problematis pro-

pofitu
' '

t

. Coro 1 1. I.

'4(J2. Praeter plurimos igitur integrabilitatis

cafns in libro I. expbfitos
,

etiam fcqueutes aequa-

tiones differentiales quamtumuis alti grados refolu-

tionem admittent

;

SzAt;+B.v(5-p+Cx’(^)+D;r‘(54^)+ctc.

C o r o 1 1. 2 ,

/

4.(T3. Vinculis enim abie(flis eiusmodi haben-

tur aequationes differentiales, quales in extremis ca-

pitibus libri 1 . integrare docuimus. Tantum opus

ett
,
vt loco conrtantinm per integrationes iugrefla-

rum feribantur tales functiones

;

«

r:(yet5); A:(j/etz)^ 2:(yct2) etc.

Vt hoc pacto integralia completa obtineantur. i

Scholion.

464. Huc etiam, referri pofliint eiusmodi re-

lationes propofitac
,

in quibus formulae differentia-

FoL ///. Ggg les
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les bina elementa dx et dy inuoluentes ita - conti-

nentur
, vt hoc dy vbique eundem habeat dimenho-

num numerum
, cuiusmodi funt

,

i i i .

(
ddv \ . ( d*v > . r a«t> fdfv N

' dy* ^ * 'dx dy*' ^ ' d x* ay* ' * ^ d *' ay* '

ip(a autem tum quantitas v nusquam occurrat. Si
enim tum pro priori cafu

_

ponatur pro

pofleriori \cro (^)r=a
, relatio ad .cafum pro-

blematis reuocabitur ,, alias formulas diffcreutiales

non cortiutns" praeter
; , |

et ipfam forte fundlioncm u Qiiare fi aequationem
per praecepta fupra tradita integrare

, in e juc fun-
dionem u definire licuerit

,
'tum reftitiiendo loco u

'vel (^) vel (^) vt fiat vcl (^)rS,
etiam hinc per praecepta huius capitis ipfa fundlio <u

determinabitur. Quin etiam hoc modo refolui po-
terunt aequationes huiusmodi tantum formulas difie-
rcntiales compkdentes ;

d^-*-*-^* ID *

^dji^dz' ^dx df-dz^^’"^ ^dx'dy^dz'‘

vbi omuia tria elementa dx
, dy

, dz occurrunt :

pofito enim
( — » > tota aequatio alias for-

mulas non continebit praetee * -

/da. fdd u \ /d'u\ ^
'«x'* W X' i >

vna

»
( -,) etc.
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Tna aim ipfa funftione u ,
ficque ad cafum huius

proWeir.atis erit referenda ex cuius refolutione fi

prodierit «= exiftente lam S fun-

ftione cognita ,
inucftigatio ipfius fundionis v iam

nulla amplius laborat difficultate. Datur autem prae-

terea alius cafus ad libri II. pariem priorem redu^

Problema 78.

465. Si in relationem propofitam
,

ex qua

trium •variabilium z funft.oncm v definiri

oportet ,
aliae formulae difiercntiaies non ingrediun-

tur
,

nifi quae cx variabilitate binarum x ct y tan-

tum nafcuntur, tertio elemento dz penitus exclufb)

fiin(fiionem v inuefiigare.

Solutio.
Quoniam in aequationem refbluendam

,
qua

relatio propufita continetur', quantitas z non \t

variabilis ingreditur, quotcunque integrationes fuerint

inftituendae , in iis ita quantitas z tanquam effet

conftans tradari debet. Huius ergo aequationis re-

folutio>ad partem praecedentem efi referenda, cnm
fundlio binarum tantum variabilium ar et j' ex for-

mularum difierentialium relatione data fit inuefli-

ganda
;
quodfi itaque negotium ’ fucceflerit et inte-'

gralc fuerit inuentum ,
in eo totidem occurrent

'
' G g g a fun-
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fun<Sio;ies arbitrariae vnius variabilis certo modo ex

.V et j conflatae
,
quot integrationibus fuerit opus

;

fit F:/ huiusmodi functio
,

vbi t per ar et dari

affumitur : ac miiK vt illa fblutio ad praefens in-

llitimim accommodetur, vbi quantitas z variabilibus

annumeratur , loco cuiusque fundlionis arbitrariae

r :/ feribatur hic F:(/ets) fiindio fcilicet. duarum— r... t-..-

C o r o 1 1. I.

455. Si ergo lucc propofita fuerit aequatio

quia in parte praecedente inucnimus. ‘
•

pro cafu praefente
,
quo t; debet efle fiinftio trium

variab.lium x^y et z integrale ita fe habebit:

vzi r:(.v+fi[>' et e:)-J-A :(.r— et c:).

C,OroIJ..;2.

457. Hic fcilicet meminifle oportet formam

r:{ X ay et z)

delignare fundionem quaincunque binarum variabi-

lium
,
quarum altera fit zzxj-aj', altera vero ~z;

vnde ipiam fundiionem per applicatam ad certam
fuperficiem relatam repraelentarc licebit.

Schollon.
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SchoHoft.

421

4^8. tfon foliim autem aequationes in pro-
blemate defcriptae ad partem praecedentem calculi
integralis reducentur, fcd etiam innumerabiles aliae ,

fo“rmute'‘u‘^S?^'”
fubftitutione ad cam formam re-

•K
aequatione propofita aliaeomnibus -«mea dimenlio* ciww.. _ ^

. .

qnaerunt:
m quibus

fd-os.t div \./ ddv \.f d-iy f d’v \.fd^v >

Ids ' dx da/’ ' aydx /’ '(!*> li s h \d xdy d 'JpJT
'

manifeftum eft pofito (^)r=a, aequationem illam

in aliam transformari , ex qua iam fundlioncm u
inueftigari oporteat eamqiie ad cafum in proble-

mate expofitum referri. Qtiarc fi inde indoles fun-

dUonis u definiri potuerit
, vt fit kzlS , reflat vt

haec aequatio (^) — S refoluatur , -vnde vt ante

\idimus , fit

v=/Si/z-i-r:(x et f).

Hoc idem tenendum efl, fi aequatio propofita ope
fubflitutionis

ad cafum problematis reduci queat. Quin etiam per

fe efl pcrfpicuum fi ope transformationis cuiuscun-

que, aequatio propofita ad cafum problematis re-

duci queat
j tales autem transformationes fupra plu-

res expofui
, dum vel loco fundlionis quaefitae v

Ggg 3 alia
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'

alia u iotroJucitur pflihendo vel ipfac varia-

biles a: , ^ ,
s ia alias p ^ q ^

r mutantur
,

quae

ad illas certam teneant rationem
,

quod negotium

pro cafu duarum variabilium lupra fudus explicaui;

hocque ita perfpicuum eft, vt fimilis reduftio ad hunc

carum trium variabilium fecile accommodari queat. In

fequentibus tamen forte ciusmoditi^ii^IS gericrTs

occurrent
; ad alios crp-o.*-»' > 'Tirogredior

j vix
w*iT!tnta rem produiflurus.

CAPVT
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CAPVT III.

DE
^ RESOLVTIONE AEQVATIONVM

DIFFERENTIALIVM PKIMI GRADVS.

Problema 79.

459.

S
i pro fundione v trium Tariabilium x

^ ,

pofito

dv—pdx-\-qriy~\rrdz

fuerit •

ap+^q+yr—o , . ,

Indolem fuudlionis v definire.

' Solutio.
Cum fit

•• ydv — ypdx-\-yqdy—(<tp-{-^q)dztnt

yd<o—p{ydx—(xdz) -yqiydy—^dz)

ideoque ponendo •
•

.

yx—az—t et — pa— a,

habebitur

ydv:z:pdt~\~qdu
Tnde
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Yndc patet quantitatem' v aequari fun^oni cuicun-

que binarum variabilium / et K ,
ita \t fit

47— r :(r ct u)

ct reftitutis valoribus afliimtis . . ... ...

47 — r;(Ya:— acct y;'— pz). .

quae ergo eft folutio problematis ,
fi inter formulas

diiTerentiuies proponatur haec conditio vt fit

cuius itaque aequationis integrale clarius ita exhi-

betur :

..r 47:rr:(f:^-et|::r|:5.
-

.

^

•

Co ro II. r.
. i

4*70. Euidens efi hoc integrale etiam ita ex-

primi poflTe f

"
‘ - -

47 =r:(|rr|- etf=:|-)
--

quandoquidem in genere vti fupra obferuauimus efi

r:(a:ct^)c= A:(r et«)

,

fiquidem r et « vteunque per x et jf determinentur.

Cor oH. ' 2.

471. Quin etiam affirmare licet, condituris

his tribus formulis

y . y *.
a ^’jT y ' y a

quantitatem v efle fundtionem quamcunque trium

harum
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harum formularum; ilquidem vnaquaeque iam per

binas reliquas datur
,

ac propterea v nihilominus

fuadlibni duarum tantum quantitatum Tariabilium

aequatur.

Problema 8o.

472. Si polito

dv zzpdx-\-qdy dz

haec conditio requiratur Tt Iit

px-\-qy~\-rz—n'0 leu

indolem huius fundiiouis v inueiUgate*

*

Solutio.

Ex conditione praeferipta capiatur valor
«i>— P»— qm, fiibftrtuto £t

d^o-^^^-P^dx-^^^^q^dy-^-^) feu"

dv^--^-pzi.\^qzd.\.

Quo primum membrum hucgrabile reddatur mul-

tiplicetur per —, ita vt lana habeamus

:

Z

/ M.
II II M* I n ,<#. • ^

5" «"a! s* •z

Cum nunc quantitates p ti q non fint determinatae

Vol. IU.
' ' H h h quo-
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quoniam in genere ex tali aequatione

dW=z?dX~\-(ldY

fequitur

V = r:(X et Y),

pro noftro cafu colligimus t

V ,X J X r^=r:(j et -)fe«

Si fcilicet funftio quaecunque binarum
'
quantitatum

*_ ct ^ per 2" feu etiam quod eodem redit per x"
S •

vel y* multiplicetur oritur valor idoneus pro fun-

ftione V conditiom praefcriptae fatisfaciena.

C o r o 1

1

. I.

473. Perfpicuum autem eft formam r(| et |-)

exprimere eiusmodi funftionem in qua tres varia-

biles Xjj', 2 vbique couftituant nullum dimenfio-

num numerum
,

ac viciffim omnes huiusmodi fun-

Siones in forma illa contineri.

C O r 0 1 1. 2.

474. Multiplicatione autem porro fadla per 2^

oritur fundlio homogenea. trium variabilium x, 2,

cuius dimenfionum numerus eft — » j vnde folutio

•oftri problematis ita enunciari potefl, vt quantitas

quao;
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quaefita v fit fundtio.homogenea trium varlabiliotn

X
^

tt z dimenfionum numero exifiente rz».

Co ro 1

1

. 5 .

' *
‘

475. Quodfi efgo Conditio praeicripta fit ,

p X qy r z ~ o texi ..

quantitas v erit funftio homogenea.
^
nullius dimen-

fionis trium variabilium x y j et z. «

Scholion.’ <
.

^ ^ , *

475. Simili modo folutio fuccedit', ' fi eondi-

tio praefcripta poftulet vt fit'
' ' '

. r apx-h^qy-i-yrz—fiv feu

tum enim ob

r «f-a p xr-P lj' fit
' ’

) V
>z

^v- -p(^ar-

quae aequatio fequenti forma exhibeatur

:

Kdz — li. “iJJ.^-4- dy ^ PA* V
'*

V % V \ X Z / *
•» V ^ Z ^

ex qua concludimus integralc primi membri ylv-nlz
gequari fundlioni * cuicunque binarum' quantitatum

ylx— alz et yly—^lz^ " *
•: - ‘

H h h 2 et
.‘•1.

. o
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et logarithmorum numeri» fomti» fore

yy

Ponamus P~,i et Y— •
»’ conditio ptae>

feripta (ic

‘ et folutio reducetur ad hanc formam

:

Quodfi porro ferihaanu»

a^-X ,y‘=Y et a»=2 fiet

v=2* A:(|- ct ^)

,

ideoque quantitas qimfita v eft fon^io homogenea j

in qua tres variabiles X , Y et Z vbique eundem
dimenQonum numerum —n adimplent.

Problema 8i.

477* Si polito .

dv—pdx-\-qdy-\-rdz
• » •

haec conditio praeferibatur vt fit

px-\-qy~^rz~nv-\-S t

exiftente S fiUK^ione quacunque data variabilium

X yj i Z inuelligare naturam fundtionis quaeliue v.

'

Solutio.
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Solutio.
Catn conditio praefcripta praebeat

,
W S«/z p X q y^ ^ i

*

Sit xzzitz et jf—uz, vt iam S fiat funftio trium

variabilium « , i/ ct z
,

et formula dif&reucialis :

Sdz
Ita integretur , vt quantitates f et a couftan>

Si

tes habeantur^ quo inccgrali poUto =V erit

v:=Vz’’-f-z"r:(* et3L)
a

,

vbi par» poftcrior fignificat ftindionem bomogeneam.
trium variabilium x^y^z numero dimenliouum
exillcnte zr n.

•CorolL r.
-i

+78. Si S fit quantitas conflans =C orit

V=/Qdz

hlncque primum integratis membrum

:

V •— — £ •

ex qno perfpicnnm cft eimdem valorem proditurum

fuillb y quantitatibus x , / ^ z inter fe pcrmntatis.

Hhh ^ Coroll a.
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‘

Coroll. 2.

479. Si S fit fundio homogenea ipfartim x

,

z dimenfionum numero cxiftente ,
quia

tum pofito xzztz tx. y—uz fit SrrMz’" , ita vt

M tantu^m quantitates r et a iuuoluat
,
ideoque pro

conflante fit habenda
:
prodit

M I TM »

'' w — a

S

(w— a)s"

ficque primum integralis- membrum erit

- ' ‘ ’ C o r o 1 1. • 5.

480. At fi hoc cafu*fit «— »,'fit
‘

V=M/s-hC=M/flS ' • •
'

Ct primum integralis membrum
'

=Ms"/a2— S/<72.'

Pari iure id autem erit

'

=S/by vel Slax
,

,

id quod fatis efl manifefliim cum horum valorum
differentia fiat fiindio homogenea n dimenfionum

,

ideoque in altero integralis membro contineatur.

Scholion.

.
481. Principium huius folutionis in hoc lem»

mate latilfime patente continetur
,
quod fi fuerit

i/V= S 1/2+ P</X -4- ir

• • • .‘ I vbi
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vbl S denotat functionem datam
,

P et Q_ Tero

fundiones indefinitas, futurum fit

V=/S</Z-Hr:(Xct Y) •

tt hic non fufficit indicafle in integratione formulae

S</Z folam quantitatem Z pro variabili haberi, led

infuper notari conuenit binas X et Y < tanquam con-

flantes tradari debere. Quare fi forte S fit propo-

fita fundlio aliarum trium variabilium a’
, ,

z ,

ex quibus hae X ,
Y

,
Z

,
quarum ratio hic efl:

habenda
, certo modo nafcantur

,
primum loco x ,

j , z iftac X
,
Y et Z introduci debent

, vt fiat S
fundio harum X , Y et Z ;

tum vero demum
binis X et Y pro conflantibus folaque Z pro va-

riabili fumta integrate' /S</Z cfl capiendum. Ita

Si/z
in cafu problematis pro integrah / »

quantitates

et ^ vt conflantes funt fpeflandae
,

fola z pro

.variabili fumta ; ex quo in fumflione S flatui opor-

tet x—tz tt j~uz
,
yt S fiat funtflio ipfarum

et quarum binae pofteriores pro con-

flantibus fiint habendae. .Hoc ergo cafu iufignis er-

ror committeretur
,

fi quis fumta 2 variabili reli-

quas X tt y vt conflantes traiflare voluerit, quo-

niam ambae x et j etiam variabilem z inuoluere

funt cenfendae. Quod autem variabflibos permuta- ,

tis primum integralis membrum idein refultare de-

beat ,
vt fit

Sdz .Sdx
inde
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tt 'fiat ^ •

t

dvrzpl^dt-^-q^du

,

-

et manifeflum eft quantitatem v aequari debere fun-

(ftioni cuicunque binarum \ariab.liutn $ Gt u ^ quas

ita quoque defcrJbcre licet , vt pnfitis formulis tri-

bus integralibus ; et pro / et « fumi

oporteat difieteutias iuter.biuas earum.

Scholion i.
• I *

« I . - » w . s I

• 485. Solutio etiam, fucceffinet, , dummodo ^
fuiflet fundlio iprarumj ct «, et ipfarum r et S

tantum; tuni enim, multiplicatores P et ai itt-

tCjjratione-n apti quaeri debuUrent 'yt fieret .

Vidx-i^)=itn-(lUy-n^^)=4u, .

et ob “•
J.

;

foret
P Q,

V= r :(r et «). ~ • • • 1

.

I S

Permutandis vero variabilibus X ^ y et z etiam alU

talus relolub Ics prodeunt Quando autein quanti-

tates L , M ,
N aliter funt comparatae , v'a non

patet certa' ad folutioriem perueniendi quae’ certe

haud parum abllrufa tidetur ,
'cum f>ro hoc cafu

fatis fimplici
"

> '

| /
•

'

'

VoL UL Ii i

\
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per plures ambages tandem ad hanc perucnerim

loluiionem -vt pofito . .
'

.

• *

t— {x+y+z){x-z)' et a =(*:+/+*) (>-«)*

fiat vr:r:(f et u )

;

quoniam igitur binae quantitates t et^«
,
quarum

fundtio quaccunque loco v pofita conditioni fatisfii-

cit
,
hoc ca'u ‘tantopere funt complicatae generaliter

inulto minus folutionem cxpeiftarc licebit.

Scbiolibn 2.'

484. Ad piures auteni alios cafus iblutio ex-

tendi poteft. Si fundliones datae L
, M

, N ita

fuerint comparatae
,
\t alias E

,
F

, G, H reperirc

liceat
,
quibus fiat

;

ec •. , !

tum enim pofito
"

p-PE-f-QG et f=PF-l-.QH,-fiet

• .
^ '*

J
'

'

f
**

*
1

' V-

,vbi, p etj^Q^ fur.t tundipnes^ indefinitae' loco p tt'

q

introdudae
,
quantitas v aequabitur fundioni coi-

cuuque binarum variabilium t ct u fea erit

,
. V ^ r-.Ct et u), •

- - •“ • ^ i
,

^otum ergo negotium hoc redit, vt pro datis. fundio-
nibiis I

, M,,N (ui.diqnesE, et G,H,inucniantur,qjod
qu.dcm lenipcf praeilari videtur, icd haec iplk

‘ . .^uac*

/
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quaeftio plerumque difficilior cuadit quam ipfa prnpo-

fita. Sufficit autem binas eiusmodi funifliurtes £ ct F
indeque quantitatem t

'

inucdigaflc
;

quia dcinccpt

permutandis variabilibus x
, / , z vna cum relpoa-'

dentibus fundlionibus L
,
M , N 'fponte idoneus \a-

lor pro u elicitur. Ita in exemplo ante al.ato

£=^'-+-2:, M=a:-4-5;, N=
podquam inucnerimus

fola permutatio, datim praebet

u—{x-^y^z){y-z)'
Tei etiam

u—{x^y-\-z){x'-y'f\'

perinde enijn ed, vtro valore vttmur.

Problema 85-

• > 485. Si pofito

dT)~pdx-\-qdy-\-rdz

haec conditio praeicribatur vt fit pqrzzif naturam

fundtionis v muedigare^

Solutio.
f

V
* *

Ob r rr ^'erlt

dv=:pdx^qdy-hp^,
1 I i i 2 Tode
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:
Uh

fnde colligimus

v=px-hqy-^Yi ^f(xdp-\-ydq—^ “^)
qua transformatione id fumus aflecuti

,
vt formula

intcgralis bina tantjiim differentialia dp tt dq inuol-

vat. His igitur in locum principalium inducis
,

concludimus illam formulam integralem aequari de-

i>ere funftioni cuicunque binarum variabilium p et y.

Sit S talis fundlio vt fiat

et iam fupereft
,

vt cum litterae p ' tt q in calculo

retineantur aliae duae elidentur
,

id -quod iude eft

petendum ,
quod fit

:

dSzz{x- ^)dp^[y^^)dq ^

ideoque «/(..f ;
-'j'

‘

« i . . m -< • 1

^=(rp-
• ^ ..'-V *• ' » -

Nunc igitur folutio ita fe habebit. Introducis his

ternis variabilibus p ^ q ct s 'fumtaque - bioarum

p tt q fnnCione quaqunqiie-S, capiatur;, -

x:

ac tum funCio quaefita v ita definietur Vt fit
^

Vel fi malimus v per* ipfas 'tres' variabUes X^y y
z

exprimere, ex binis aequationibus:
.

fd S\

i i 1 i
quae-
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quaerantur Talores ipfarum et ? ,
quibus in fnn-

(flione S fubftitutis erit

v—px-\-qy+f-^-S

ficque quacGto erit fatisfatfiuin.

C o r o 1 1. I.

48tf. Si fundio S fumatur quantitas con-
(ians C ,

ob

ppq—l- et pqq^^ erit

;
hineque

i

pz=y'^ et Tnde fit

. C

qui cft Talor ' particularis problemati Citisfaciens.

C O r 0 1 1. 2 .

487. Qiioniam in conditione praefcrlpta

pyr=i feu (5^)(^;)(Ji)=x,-

tantam differentialia trium variabilium ar
,

>* et z

occurrunt , eas quantitatibus conflantibus quibusuis

augere licet ,
vnde nafeitur Iblutio aliquanto latius

patens

v=:z'^{x+a){y~{-b)(z+cyC.
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Scholion I-

488. Alus datur praeterea cafus facilera cuo-

lutioncm admittens ponendo

colligitur

,
— V') ^ l__ et — V -r-^ >P— 73T 7*j —

0

^ iy V*^—

«

ideoque S:=: gf V

Aflequimur ergo

et permutandis variabilibus fimili modo liabebimus:

xz—b)* et vzz^V x(yyz—a)'

vbi porro pro a: , y , * feribere licet x-\-f ^ y~^g\

z-\-h. Ceterum patet folutionem jgeneralem per-

inde fticcedcre ;
fi quantitas r fundlioni cuicunque

ipfarum /> et ^ aequari debeat , feu li inter j),?,r

aequatio quaccunque proponatur.

Scholion 2.

489. Qiiodfi eirim pofito r.

dv—pdx-^-qdy-^-tdz .

inter binas ftirmulas

. *’=(S) '

aequatio proponatur quaecunque
,

quae differentiata

praebeat : •
•

;

' •

Vdp^Qdq-{-Kdr=:o i
'

' 1 .

' ‘ tun:\
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tnm
,Szz/ {xdp-hydq -{-zdr)

Tt fit

v:=px-hqjf--\-rz~Sy

fumatur 'fundio quaecunquc trium quantitatum

f , r
,
quae fit V haccque differentiata praebeat

d\~Ldp-{-Mdq-\-ii dr

tum vero cft

Q—V udp-i-Qudq-\-Rudr

idcoque I

</V= (L+P«)</p+(M+(;ia,)</7-f-(N+R«yr

quae forma ob nouam introduftam variabilem u

latiflimc patet. Statuatur iam S == V ,
fietque

,,jrrrL-l-PB;>'=rM-f-Qa
j a:;::;NTl-Ra

ita vtjounc praeter variabiles p , q , r y
quarum

vna per binas^^reliquas datur , noua habeatur u ,
ex

quibus iam tres x
, y et a; ita definiuimus

, vt per

eas viciflim hae p y q y
r et u determiaeutur

,
tum

vero erit - • i

•

v=zpx-i-qjf-\-rzy^V.~ -
’

.1 .

Quare pro V fumta quacunque fundionc trium

quantitatum p y q y
r

,
iiitex quos eiu»mudi couditio

praeferibitur , vt fit

‘ Vdp-^(^q^Kdr'—o y-
‘ '

' •

( ,

fumatur:
_

erit-
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eritque ;

4^)-V
<krf

quae folutio praecedenti ideo cft anteferenda, quod

in hanc tres quantitates p , ? »
» aequaliter ingre-

diuntur. *

Problema 04.

490. Si poGto

dv~pdx~^qdy-\-rdz

haec conditio praefer ibatur vt effe debeat

naturant functionis v definire.

So 1 iit io.

Ponamus p=^’ 7 T » « ^
ditionem pracfcriptaiu debet effe » i

tum
' 'I '

1, . i

'

1 : .

vero ent
d 1»_ p£» _i- Qij!^ 5±®..

r
* f.> .. .

^
! . t 'i,

• _
Statuamus nunc

/v=V; /arrzX; ly-Y
‘,
:JztzZ \

'
'

'

et habebimus hanc aequationem

</V=.“P</X-+-Qi/y4"R</Z
'

pro qua efle debet PQR.r= i.^*, quae quae

non diferepet a problemate praecedente
,
eadem fo-

lutio huc quoque facillime trausferctur.

. ;
... . :

Scho-
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. Scholion.

^

491. Plures cafiis
,

quos forte tn lioc capite

expedire liceat
,

hic non cuoluo ,
cum quia \fus

nondum perfpicitur
,
tum vero imprimis, quoniam

huius partis calculi intea;ralis prorfus aihuc inco-

gnitae' prima tantum principia adumbrare conditui.

Pro formulis autem ditftreniialibus altiorum gra-

duum, quae in conditionem praefcriptam ingredian-

tur ,
vix quicquam proferre licet

,
practi r quas.iam

obferuationes ad aequationes homogeneas pcrtin.iues,

quibus ergo hanc partem calculi intcgralis fum fi-

niturus
^
fimulque toti operi finem impoliturus.

"

Yol IlL Kkk . CAPVT
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C A P V T IV.

,
DE

AEaVATIOXVxM DIFFEREMTIA^
LIVxM, UOMOGENEARVM

,

RESOLVTlOxNE.

'* • ... Problema ' 85.

•i- '
• 49*.

S
i V aequetur funftioni <;uicunque binarum quan-

titatum / et « , ita per tres variabiles a:
, j' et

2 determinatarum vt fit

$~ax-+-^z et u~yf-{-S

z

eius formulas didlrcutialcs omnium graduum inde

definire .. ...... _
Solutio.

Cum V fit fun(5lio quantitatum

t— OLX-y^z et

eius formulae diffircntiales ex his duabus Tariabili-

bus natae imiotelcent
,

fcilicct

:

l‘V\. (
dv\

, f d Jv
’ 'Ul* )i (

d dv
dl a u

ddv
d Ii* ) ctc.

hinc autem ftatim colligimus:

i

du^

• formu-
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formulas fcilicct • differentiales primi gradus. Pro
formulis autem di£Ebrentialibus lecundi gradus adi-

pifcimur :

« <^)=Pv(5^)+y^(^)-
^

;

Simili modo ad tertium gradum afcendimus

;

(2-^)=P’dT)+?P’^< if;j'r)+ 3P^’(mr)+^'0
(1^)=““v( i- )=“YY( .

)

(l^)=PYY(^)+VYid-y)

(-w )= p pY ^-
7^ )+ = pY i

( )+yW( 2^)
• (jW.l)==“PY(lf^r)+“Y^(mir)

Tude facile patet quomodo has formulas diffcrcmia-

les ad altiorcs gradus continuari oporteat.

Scholion i.

493. Hoc problema fortafle generalius con-

cipi debuiffe videbitur ,
quantitates r ct a ita per

K k k a tres

/
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144- •

tres 'variabiles jf , j' ,
2 definiendo ,

vt edet

I Y* uzz.^

verum cum haec hypothcfis in eum tantum finem

fit fadla
,

vt V fieret fundlio ipfarum / et a ,
eui-

dens tum quoque v fpeSari pofle vt funAioncm

harum duarum quantitatum tt — ^u et St— au^

quarum illa ab j haec vero ab x erit libera. Quo-

circa hypothefis affumta latifiime patere eft centenda,

exceptio tamen forte hinc admittenda videbitur ,
fi

fuerit t'=zx-^z et uz=:x— z quia hic ipfius u va-

lor non continetur ,
verum etiam hoc cafu quanti-

tas V vt funftio ipfarum t^u et $— u fpedata fiet

fundio ipfarum ar et z qui cafus vtique in hypo-

thefi continetur, '(ujmis^p—o et Y=^o*

Schdlion 2.

4o4« Hoc problema ideo praemifi, quia alias

aequationes difierentiales tradare hic non fuftineo ,

nifi quibus eiusmodi valor fatisfccit
,
yt v aequetur

fiindioni cuicunque binarum nouarum variabilium

; et tt , quae ab principalibus ar
, ,

z ita pen-

deant
,
vt fit quemadmodum aflumfi

t~ax~\-^z et u—yj+S z.

Hujusmodi autem aequationes, quibus hoc modo

fatisfieri potefl
,

efTe homogeneas , facile patet ,
ita

vt aequatio refoluenda conflet nonnifi formulis dif-

ferentialibus eiusdem gradus
,

finguUs jjer conflan-

tes quantitates multiplicatis
,

et inter fe addifis

,

qua
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qua appellatione aequationum homogenearOm iam
in parte praecedente fum vfus. Propofita ergo

huiusmodi aequatione homogenea, loco fingularum

formularum ditTcrentialium per elementa dx^dy^dz
formatarum fubllituantur valores hic inuenti per

elementa dt et du formati
,

et tum fingula mem-
bra

,
quatenus certam formulam difforcntialem ex

elementis dt et du natam cnmpledtuntur
,

(eorflm

ad nihilum redigantur ; indeque rationes ct ^
determinentur

{
quandoquidem quaeftio non tam circa,

has ipfas quantitates
,
quam earum rationes verfa-

tur. Quoniam igitur duae tantum res inueftigationi'

relinquuntur
,

fi pluribus aequationibus fuerit fatis-

faciendum
,

eiusmodi aequationes homogeneae hac

ratione refolui neqneunt ,
nifi cafu plures illae ae*

aequationes ad duas tantum reuocentur , id quod ia

fequentibus clarius explicabitur.

Problema 85.

495. Propofita aequatione homogenea primi

A(H)+B(|-P+C(J-”)= o

inuefiigare naturam fundtionis v trium Tariabilium

Solutio.

Fingatur a>— r:;/et«) exiftente

fzz.ax~{-^z et

gradus

Xjjf et z.

Kkk 3
ct
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ct fadta fubftitiuionc ex probi, praeced. aequatio no-

ftra in duas partes diuidetur

:

quarum ytraquc feorfim ad uihilum rcdudla praebet

et V= '

Tude fit

t:=zCx—kz et u~Cy—Bz.

Quare aequationis propofitae integrale completum

eiit

v=:r:(Cy— Az et Cjf—Bz)

quod etiam concinnius ita exhiberi poteft:

et ^-1-).

C o r o 1 1. I.

4p5. Permutandis variabilibus hoc integrale

etiam ita exprimi pofle euidens ert

c-r:(^->g-’et ^-1-) vel

'’=r=<r-t « :--r) •

quoniam eft

* B — 'a c/ c f

Coroll. t.
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Coro II. 2 .

+4-T

ex aequatioQt497. Quin etiam coiftitutis

propoGta his tnbiis 'formulis

:

^ ^ 3L • * *
* b’a C.»B c

funftio quaecunque ex iis vtcuoque conflata valorcm
idoneum pro v fuppeditabit. Quoniam enim harum
binarum formularum vnaquaeque efl differentia bina-

rum reliquarum
, talis fuudbio duas tantum varia-

biles cumple<fli efl cenfenda.

' *

/ Coroll.
. 5. .

*

j
= 498. Perinde efl quanam harum trium for-

marum integralium vtamur
,
quando autem binae

nonae variabiles t et u inter fe fuerint aequales
,

tum alia efl vtendum. Veluti fi eflet C— o pri-

ma forma <u==r:(2 et 2) ,
vt potefuniftio folius 2

foret inutilis
,

et integrale completum eflet futu-

rum :

= -f et 2) feu

©~r:(J5 a:— Aj* et 2).

Problema 8/.

' 499. Propofita aequatione homogenea fecundi

gradus

;

A(il^-)+B( '^)+C( |y.)+!D(^^)+.iE( SiX)

cafus
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cafus inueftigare ,
quibus eius iutegralc hic ft>rmi

r:(#et«) exprimi poteft exifteiitc

et a—

Solutio.
Fafta fubftitutionc fecundum formulas in probi. 85 .

traditas aequatio propoiita in tria membra (equentii

rcfoluetur

:

(J^)(Aatt+Cpp+2Ea(3)
.

T

+ a Dav+ aEtti'+ 2Fpv>V—

o

' (4^“)(BYY+C^^+ aFY^) ' \

quorum fingula feorfim nihilo debeat aequari. Ac

primum praebet

p — — E^VCEB — A c )

a C »

vltimum vero

^ — P-t-V(FF— BCl
y
—

C

qui valores in medii , quae ita referatur

cP5+D+i-^-+-5^ = o

'

fubdituti fuppeditant hanc aequationem :

EF-CD=V(liE-ACj(FF-BC)
qua aequatione conditio inter coefficientes A

,
B

,

C , D ,
E , F continetur

,
vt folutio hic applicata

locum inuenire poilit. Haec autem aequatio euo-

luta dat

CCDD-aCDEF+BCEE+ACFF-ABCCro
vnde
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/

4+^

Tnde fit

r jDEP — BEE — APP
DD — aB »

quia fadtor C per multiplicationem 'efl ingrefTus.

Quoties autem hacc conditio habet locum \t fit

:

AFF-+-BEE-l-CDD=ABC4-aDEF
toties haec expreflio algebraica ex aequatione pro-

pofira formanda

Axx-^-Hyy+Czz+iVxy-^-iExz-^iFyZ

in duos fadores poteft refolui
,
neque ergo aliis ca-

fibus folutio hic adhibita locum habere poteft. Quo
ergo hos cafus foliitioiiem admittentes ‘ rite euolua>

mus
,
ponamus huius formae feAores efte

:

{ax-hby~{-ez){fx~\rgy-\-bz)

quod ergo euenict
,

fi fuerit

A^af i Bzzbgi C^cb
iV^ag-i-bfi zEzz.ah~\-cf iF—bh -\-cg

vndc vtique fit

A F F—1— BEE -q^CDD^ABC 4— aDEF»

Hinc autem pro folutione colligitur:

vel

\hi obferuari oportet pro fraftionibus §• ^ valo-

res fibi fubfcriptos coniungi oportere ,
ita vt fit

vel t~cx—az et u—cy—bz
' vel i^hx—fz et wzihy—gz.

Vo/. III, Lll Quo-
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%

Qiiocirca pro his caGbus folutionem admittentibus

ime^rale completum erit

vzzT:{(:x~~^ctcy-bz)-\-A:[hx-fz et by^gz)

feu

Coroll. I.

5 oo- Hoc ergo modo aliae aequationes ho-

mogeneae Iccundi gradus refolui nequeunt ,
nili

q[uae in hac forma continentur :

*«
(^ ) +‘^*( V

tum vero integrale completum erit

Corbi 1. 2.

501. Quo autem facilius dignofcatur
,
vtrum

«equat o quaepiam propofita :

A(VlJ-)+B(^)+C(i^)+»D(^)+zE(,^)

eo reduci poflit nec ne ? formetur inde haec forma

algebraica

Axx+Byy+Czz+yDxy+xExz+iFyz
quae li refolui patiatur in duos fadlores rationales

(
ax~\-by^cz){fx-]rgy~\-bz)

eius
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eius integrale completum hinc (latim exhiberi

potcft.

C o r o 1 1. 2 -

502. Vnicus tantum cafus quo duo ifti facto-

res inter fe fiunt aequales
,

exceptionem poftulat

,

quoniam tum binae funCtiones inuentae in vnam
coalefcerent. Verum ex fuperioribus colligitur

,
fi

hoc eueniat vt fit /— <a
, g et h—c integrale

completum ita exprimi

«= a:r:(^-^et> - A;(*- et^

-

>a c p p/ Va e 6 6'

Scholion i.

503. Quibus ergo cafibus aequatio homogenea

lecundi gradus refulutioncm admittit
,

iis quoque

in fe complectitur duas aequationes homogeneas primi

gradus

quippe quarum vtra^ue illi fatisfacit, et harum in-

tegralia completa iunCtim fumta illius integrale

completum fuppeditant. Hinc alia "via aperitur ae-

quationum homogenearum fecundi gradus integralia

inueniendi fingendo aequationem primi gradus ipfis

(atis&cientem :

Lll i tura
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tum ex b»c per triplicem diflfereQtiationcm trc*

nouae formentur

:

quarum prima per /, fecunda per g et tertia per b

multiplicatae et in ynam fummam colledae
,
iptam

illam aequationem generalem producunt
,

cuius in<

tegrale fupra exhibuimus. Ea ergo quafi produdlum

ex binis aequationibus homogeneis primi gradus

fpedlari poterit, ex quibus coniundis integrale com-
pletum formatur.

'

Scholion 2.

504. Infinitae ergo aequationes homogeneae
fecundi gradus hic excluduntur

,
quae hoc modo

integrationem refpuunt
,

feu ad aequationes primi

gradus reduci nequeunt
;
qui cafus exclufi omnes ex

hoc criterio agnofcuntur
,

fi non fuerit

A F F 4-B EE-pCDD=AB,C4- aDE F.

Huius generis eft ifta aequatio
) ,

quae

ergo tale integrale
, cuiusmodi hic affumfimus non

admittit
, neque etiam alia patet via eius integrale

completum inueftigandi. Integralia autem particu-
laria focilc innumera exhiberi polTunt, et quae adeo
fundliones arbitrarias compledluntur

, fed tantum

vniut
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Tnius quantitatis variabilis
,
quae in praefenti infti-

tuto nonnifi integralia particularia conftituere (unt

cenfendae. Si enim ponatur

fada fubftitutionc fieri debet a^—yy^ feu fumto

yr=i , debet efle quare innumerabiles

adeo huiusmodi formulae coniundae fatisfaciunt vc

fit

V = r ;
( J-

X+ + s )-!- A : ( a: -t- + s

)

;

etc.

vbi pro tt
, (3 ^ Y » ^ numeros quoscunque ac-

cipere licet
,

quamuis autem .infinitae huiusmodi

formulae diuerfae coniungantur,tamen integrale non-

nifi pro particulari haberi potefl, £x quo intelli-

gitur integrationem completam iflius aequationis

—(^-) maximi efle momenti, methodum-

que eo perucniendi fines analyfeos non mediocriter

efle prolaturam. Aequationes autem homogeneac

tertii gradus multo maiorem reflridionem exigunt,

vt integratio completa hoc modo fuccedat , vti fe-

quenti problemate ofleudetur.

Problema
505 . Aequationum homogenearum tertii gradus

eos cafus definire
,
quibus integrale completum per

formam aflumtam exhiberi
, feu ad formam aequa-

tionum homogenearum primi gradus reduci potefl.

L 1 1 3 3olutio.
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Solutio.
In aequatione homogenea tertii gradus finga-

tur contineri haec primi gradus

quae vt fatisfaciat aequationi tertii gradus : . .

A(S’)+B(j^;)+c(g)+D(ji;i7)+E{^)'nxiy* >[

df_2_J

d' V

neceflc eft vt expreffio haec algebraica

:

- A/+ B/+G3’+Dx XK+F a: .V z + Hyyz+Kxj>z
+Exyj+Gxzzr\-lj zz

favorem habeat' ax'-^^b¥-\-czl h\£i autem alter

fidior denuo in duos fimplices fit refolubilis
,

ad

aequationem homogeneam fecundi gradus referetur ,

^ae ' folutionem refpuit. -Qiiare vt integratio com-

pleta fuccedat neceffe efi
,
illam exprdfionem tribus

conflare fidioribus fimplicibus qui fint
^

\
‘ '

{ax+ bj-\-cz){fx-Egy+ hz)[kx-\-my-^nz)'

hineque aequationis generalis ‘coefficientes ita fe ha-

bebunt :

Azpifk ^ D~afm+agk+jbfk ;H~bgn+bhm+cgm
B:=:bgm Mzzagm^fbfnii^bgk’^ \z:zbbn^cgn-\-clm

Czzchn ;
^zzafn+aJ^k-ff-cfk E—a^\ahm\bfn
G—abn-\-'cfn^cbk ;

+bbk-icfm+cgk
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ac tum intcgrale completum erit ,

V — r:(i- 5_et^-5-')-f-A:f^- -5- ct’^-?-)
'a 0 ^ c ^ f h g h ' ^

' ' * n n n'

quilibet fcilicet faflor* fimplex 'praebet fundlionem

arbitrariam duarum variabilium.

Coroll. I.

So6. In qualibet harum funftionum variabi-

les a:
, ,

s inter fe permutare licet; quin etiam

.
quaelibet quafi ex tribus variabilibus conflata fpedari

potefl
,
prima nempe ex<his >

* a *
o 6^6 c

fimilique modo de ceteris.

C O r O 1 1. 2.
» i b i

5 o7 - Si "duo fadlores fuerint aequales f:=za ,

gzzb
y
h~c quo cafu duae priores functiones in

vnam coalefcerent, earum loco feribi debet

xT:{^ _* etf -5.)+A:(i. -5. et^

at fi omnes tres fuerint aequales
,

vt infuper fit

kz=:a y
m~b y

n~c integrale completum erit:

Coroll. 3 .

508 .
Quemadmodum hic duas priores partes per

ara: et X multiplicauimu*, ita eas quoque per j7 etj'

item zz ct z multiplicare poflemus ,
perinde enim

eft quanam variabili hic vtamur
,
dum ne fit ,ea

quae forte fola poft fignum fundtionis occurrit, fei-

Iket
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licet fi eflet et fundiones quantitatum x et|- — ^
capi debeant , tum multiplicatores xx et x excludi

deberent.

Scholion i.

509. Simili modo patet aequationes homoge-

neas quarti gradus hac methodo refolui non poffe
,

nifi in quatuor ciusmodi aequationes fimplices refolui,

et quafi earum produfta fpcAari queant. Etfi enim

hic reuera nulla refolutio in fadlnres locum habeat

tamen ex allatis exemplis clare perfpicitur
,

quem-

admodum ex aequatione difiercntiali homogenea cuius-

cunque gradus expreflio algcbraica eiusdem gradus

ternas variabiles .v
, ,

z inuoluens debeat formari;

quae fi in fadlores fimplices formae ax->rby -\-cztt-

folui queat
,
fimul inde aequationis ditftrentialis in-

tegrale completum facile exhibebitur
, cum quilibet

faftor fundlionem duarum variabilium fuppeditet

,

integralis partem conftituentem
;

ita vt etiam haec

pars feorfim fumta aequationi diflerentiali fatisfiiciat

et pro integrali particulari haberi poflit. At fi illa

expreflio algebraica ita fuerit comparata
, vt fidio-

res quidem habeat fimplices fed non tot

,

quot di-

menfiones
,

finguli quidem integralia particularia

praebebunt, quae autem iundlim fumta non integrale

completum fuppeditabunt. Veluti fi proponatur haec

aequatio differentialis tertii gradus

:

qu:a forma algebraica axxy+bxyy—axzz—byzx
fadlorem habet fimplicem ax-{-bjf illi vtique fatis-

feciet
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fidet valor vnr;(j- — et 2) pro integrali autcia

completo adhuc defunt duae fundtiones arbitrariae

,

int>;grale completum huius aequationis (^ )-(^i)~o>

continentes , ex qua quippe alter fadtor xy—zz il-

lius exprcflionis nafcitur. Quoties ergo hae exprelfio;^

nes algcbraicae ex aequationibus diflerentialibus hor

raogeneis altiorum graduum formatae refolutioneirt

ia ' fiiifiores
,
etC non limplices, admittant; hinclal-

tem difcimus, quomodo earum integratio ad aequa-r

dones inferiorum! graduum reuocari polDt , quod in

huinsmodi arduis inueiligatioolbus iine dubio maximi
cft momentL / , ; . . .1

Scholion 2.

5 IO. Haec (unt quae de functionibus trium Yaria-

hilium^ex data quadam diderentialmm relatione in-

vefligandis proferre potui, in quibus vtique' nonhifi

prima elementa huius fcientiae continentur, quotum
vltertor cuulutio fagacitati Geometrarum fummo' flu-'

dio efl commendanda, lancum eaim abdi, vt hae

fpeculationes pro (Icrilibus iint habendae, Yt potius

plcraqtic, quae ad^qc in 'Theoria motus iluidorunq

deGd^antur, ad has AnalyH-os partes fublimiores (Int

referenda
«
quarum propterca vtilitas neuciquam pard

priori calculi integralis pofiponenda videtur. p)o ma-r

gis autem hae partes pofteriores excoli merentur,

quod Theqria fluidorum adeo drea fundiones quatuoi^

variabilium verfetur, quarum qaturam ex aequatioT

nibus diff^rentialibus fecundi gradus iuuelligari oportety

quam partem ob penuriam materiae ne attiugerc

quidem volui In hac autem Theoria relolucio huius

Ftl. III, M m m aequa-
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aequationis: ^

maximi eft momenti, vbi litterae a:,y,'2 ternas coordi-

natas, t vero tempus elapfum exprimunt
,
faarumqu»

quatuor variabilium fuudio quaeritur, quae loco v lub-

fticiua illi aequationi fatisfaciat. Ex haftenus autem al-

latis facile colligitur, integrale completum huius aequa-

tionis duas corapleAi debere funftiones arbitrarias, qua-

rum vtraque fit fiindio trium variabilium, aliasque fo-

lutiones omncs^ minus lato i 'patentes pro incompletis

efle habendas. Facili autem negotio innumeras (olutio-

nes part culares exhibere licet, vcluti fi ponamus

V- r.(tt !C4- (3y t- repetitur : dd=««+p|3+yy,
quod cum infinitis modis fieri poffit infinitae huiusmo-

di fun<aiones a d.tae valorem idoneum pro v exhibe-

bunt. Deinie ettam iatisfaciunc ifii valores

o)
— r i( ( j: V(x x-f-yy

1- V I X X . yy -f. e b’7

• j, r 1 1 X +: V I 1

1

— yy — zz) )^ y(i(—
> ri— ±V(* f r— .xx— zz ))

Vili— XX— zx]) .

,
r I [ a vj 1 1— x«— T»)* •

^ V 'rf—xx—yy)}
quorum quidem inuefiigatio iam eft difficilior. Cum
autem hae (uixftioncs tantum fint vnius variabilis inte-

gralia tr>ax<me particularia exhibent,* quae adeo etiam-

mim furent particularia, fi pro v fundliones binarum

variabilium halx.rentur, quales autem ne tufpicari qui-

dem licet. Quire cum integrale’ completum duas adeo

funift-ones arbitrarias trinm variabilium compledi de-

bear, facile intelligitur, quantopere adhuc ab hoc fcopo

fi II IUS remoti. •
• AFPEN-

) ii.ij.ji
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C A P V T L

DE

CALCVLO VARIATIONVM
. IN GENERE.

Definitio i.

I.

mJehtio inter binas variabiles variari dicitur ^ JS

vabr , quo altera inde per alteram determina-

tur; incremento infinite paruo atteri concipiatur
y quod

incrementum variationem eius quantitatis , cm adiici-

tur y vocabimus.

Explicatio;

2. Primum ergo hic coufideratur relatio in-

ter binas variabiles
y
x y quaecunque y aequatione

quacunque inter easdem expreC^
,
qua pro Ungulis

M m m 3 valo-
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Taloribus ipli x tributis Talores ipfias j conuenieo-

tes determinentur, tum vero finguli valores ipfius/

particulis infinite paruis vtcunque augeri concipiantur,

ita vc hi valores variati a veris, quos ex relatione pro>

pofHa (ortiuntur inhnite parum difcrepent, atque hoc

modo relatio illa inter x et y variari dicitur, fimulqne

particulae illae infinite paruae valdribus veris ipfius/

adiun(fi;ae appellantur. Imprimis autem hic notan-

dum efi has • variationes ,
'quibus finguli valores

ipfius y augeri concipiuntur neque inter fc flatui

aequales y neque vllo modo a fe inuicem pendentes,

fed ita arbitrio nofiro permitti
, vt omnes praeter

Tuam vel aliquas certis valoribus 'Jpfius y rerponden'

tes plane vt nullas, fpedare .liceat.^ Nulli fcilicet

legi hae variatiohe^
'

‘adflriiSae Tutit concipiendae
,

neque relatio inter x tx. y data vllam determinatio-

nem in iflas variationes inferre efl cenfenda
,

quas

Tt prorfus arbitrarias fpeftare oportet.

Coro 11. I.

3. Hinc patet variationes toto coelo difirre

a differentialibus etiamfi vtraque fint infinite parua

ideoque plane euanefeant variatio enim '
afficit eun-

dem valorem ipfius y ,
eidem valori ipfius x con-

venientem
, dum eius differentiale dy fimul fequen-

tem valorem x^dx refpicir.

C o r b 1 1. 2.

+. Si enim ex relatione inter x tt j propo-
fita ipfi X conueniat y ,

ipfi x~\~dx vero valor

ipfius y conueniens ponatur y , tum efl dyz=y'—y ;

tt

;
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»t variatio ipfius y neutiquam pendet a valore fc-

quente / ;
quin potius vtrique y et y' pro lubiti»

fuam variationem fcorfim tribuere licet.

Scholion.

, ,

' 5.' Haec variationum idea quae per fe tam
nimis ,vaga quam ftcrilis videri queat

,
maxime il-

ludrabitur
,

fi cius originem et quo pacto ad eam
efi peruentum

, accuratius expofuerimus. Perduxit

autem eo potifiimum quaefiio de curuis inueniendis,

quae certa quadam maximi minimiue proprietate

fint praeditae, ynde ne rem in genere confiderando

obfcuritas offundatur, problema contemplemur, quo

linea curua quaeritur , fuper qua graue delabens e

dato puntffo citiffime ad aliud puniffum datum de-

fcendat. Atque hic quidem ex natura maxittiorum

et minimorum flatim condat
,

curuam ita’ debere

effe comparatam, vt fi eius loco alia curua quaccunque

infinite parum ab illa diferepans fubffituatnr tempus de-

fcenfus fuper ea idem prorfus fit futurum. Solutionem

ergo ita inftitui oportet, vt dum curua quaefita tanquam

data fpcAatur, calculus quoque ad aliam curuam infi-

nite parum ab ea diferepantem accommodetur, indeque

diferimen quod in temporis expreffionem redundat, fup-

putetur
;
tum enim hoc ipfum diferimen nihilo ae-

quale pofitum naturam cumae
,

quaefitae declarabif.

Curuae autem iftae infinite parum a quaefita difere^

pantes commodilTime ita confiderantur , vt ' applica-

tae fingulisabfciffis refpoodentes particulis infinite

paruis
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paruis vel augeantur vel minuantur ,
hoc eft , vt

variationes xecipere concipiantug Vulgo quidem

fufficit huiusmodi vanatioaecn in vnica applicau

conftituifle ,
niliil autem impedit, quominus pluri-

bus atque adeo omnibus applicatis tales variationes

afligneniur, cum femper ad eandem Iblutionem per-

duci fit neceife. Hoc autem modo non folum vis

methodi mulio luculentius illurfratur fed etiam inde

folutiones quaeftionum huius generis pleniores obti*

nentur ,
vnde etiam quaeftiones ad alias conditiones

fpedlantes enucleare licet. Quam ob caulam omn no^

neceflarium videtur ,
vt cakulus variationum in am»-

plifllma extenfione , .cuius quidem eft capax, per-

trahetur.

Definitio 2.

tJ. Pro data relatione, inter binas variabiles

ifuantitates vtraque earum variari dicitur^ fi
viraque

Jeorfim incresnento trfinite paruo augeri eoncipiatur

;

vnde patet quomodo inteiligendum fxt Ji vtrique varior

bili Jua tribuatur variatio^

Explicato.
7. Si propofita fit aequatio quaecunque intcf

binas variabiles ar et qua earum relatio mutua

exprimitur , haec relatio per definitionem duplici

modo variari poteft ,
altero quo manentibus valo-

ribus X , fingulis y variatio tribuitur , altero vero

quo manentibus valoribus y ,
finguli x variari con-

cipiuntur. Nihil igitur prohibet, quo minus vtra-

que
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<ji3c variabilis fiimd fuas variationes recipere intcl-

ligatur^ quas adeo ka‘ capere licet, vt nullo plane

nexu inter te cohaereant^ duplex ergo hic variatio

confidexacur , cua io de£mtione' pritna vnica tan-

tum ik adciifli- Rem autem liic ita generaliter

contemplamur, vt neutra variatio vili tegi frt ad-

RriAa neque etiam variationes ipllus y vilo modo
M variatioaibus ipfios x pendeaoL

Coro 11 I.
-8 . Ex cafii ergo quo du}dex variatio Aatul-

tur^ cafus prior lanquam fpecies naffimr fi

riationes idterjus variabilis plane teiiciantur
, vnde

^manifcRum €& catam debitionis liyuiMiae ia le

*wnipleRi calum primae.'

Corel L 2.

9. Hinc magis ducet , quemadmodoaa 'date

ffdatio inter binas variabiles infinitis modis variari

' |K)fiit ,
'fimulque tntellig;itur, quoniam has variatio-

«es nulli legi adfiridas aflumimus , omnes omnino
jllus relationis variationes poflibiles hac 'rattone

. «idicarL*
' ' -

'
‘ ‘ '

SchoHon I.
' ' ‘

^ V
;

.
. , .

; V
’

Is.

so Variationes qnidem alterutri tantam va-

riabili indi-dae iam< omnes variaciraes poflibiles,

.
qme ki pn^pofitam relationem inter binas variabiles

. bdere rpofinne comprehcnduQt', Vt fliperfluom

.
*

' F<si. m, N n o vidui
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videri poflit calculum ad duplicem variationem ac<*

commoditri ,
verum fi indolem rei , < vrumque coi

deftinatur ^ attentius contemplemur , duplicis vana^

.tionis conOderatio ueuciquam Juperuacanea depre-

hendetur , id quod per Geomttriam euidentiiiiirte

j^uentem* in modum illullrabitur. Cum relatio

,quaecunq;ie inter binas variabiles i diUindliirime per

lioeam curuam in plano delcripum .repnadentetut,

fit AYM linea curua ,
aequatione inter coordmatas

fjff. I. AXzzx et XY:r:/ deSuita quae ergo datam il-

lam;,relationem .exhibeat ,
iam igitur quaelibet li-

.iiea j<:urua alia,,A>ffi ab lia infiniije, parum. dUcre*

^paus relai;ipniemi illam , variatam repiaeientabit
,

quae

^quf)fnpd,ocunque,(e^ habeat; (emper jta conQderari

poeefi, vt eidem abfeiffae AXr.v conueniat applicata va-

riata X<u exidente particula Xv eius variatione, quae

confidexatio quagpe pro plerisqne circa maxima et ml
^nirna.prolatis quaclUonibus fudicit, \bi adeo curua A M
;
in nonnullis tantum elementis variari folet concipi

. At fi. quaellio ita fit -comparata vt inter omaes
curuas, quas a dato puu&o A ad datam quampiam

„ curuam CD vsque ducere licet, ea definiatur AYM
cui maximi minimiiie proprietas quaedam conueniat,

tum eadem proprietas in aliam quamcunque curuam
proximam A/ w* etiam 'in alio lineae CDpunftoi*

-:;ttrmiDatMn :aeque [competere debet, ficque pro vl-

, timo cnrme quaefitae puuAo M tam abfciffii AP
L.quam .applicata,PMi variationem recipere e(l cen-
' fisoda , et boiuunodi quidem »

/
quae naturae lineap

i; :: . ... 'CD

Digitized by GoogI



CAfVTjV
Cp Tic con(ratanea. Quo igitur calculus ad 'talem

ariationem vltimo demeato ipdudlam accommodari
queat y omomo necelTe e(l,.vt pro fingulis curuae

AM puudis intermediis Y getWMlifTime tam ab-

fcilTae AX=jc quam applicatae XY— variatio*,

nes tribuantur quaecuoque, illiusque, yariatm (latuji

tur particula Xx huius vero nxy-X Y ,
ex qiio

indoles (imulque tTus, huiusmodi duplicis variationis

clariflinie perlpicitur.

‘
' Scholion 2.

' ”

-'i.. ... .i . . .

-I T.".’'

xi. Quemadmodum confideratio vitimi punfti cur*

vae inueiligandae pobis haqjc infignem dilucidationem

fuppeditauit ita* etiam Tubinde primo pundo varia-

tionem tribui opprtet ^eluti fi inter omnes, lineas,

quas a -data
.
quadam curua AB, ad aliam quandam Fig. a.

itidem daum.CD, dodas concipere licet ea fit quae-

xeuda., quae maximi niinimiuc cuiuspiam proprie-

tate fit praedita, 'tum, multo magis erit neceflarium

tam fingulis abfeiflis AX quam; applicatis XY va-

riationes, quascunque nulla lege adflridas in calculo

affignari,-.vt .
deinceps tam ad initii G curuae ‘quae-,

litae quam cius , finis Mr variationem transferri

polfint- Quanquatn autem haec, illuftratio ex Geo^

metria cft defujnta ,
tamen facile intelligitur ideam,

variationum inde petitam multo latius patere , at-

que in Analyfi abfoluta fummo.vfu non efle cari-,

toram. Celeberrimus, autem dc Ja Grange^ Acutifli-'

,

‘
" N n n a mus
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mus Geometra Taurinenfis y cui primas fpeculatio*

nes dc cakulo variationum acceptas referre debe-

mus hanc methodum adeo ingeniofifTimc tranfhilit

ad lineas nott conrinruas veluti ad polygonorum ge-

nus referendas , in quo negotio hae duplicea varia-

tienes tpfe fummam praeftitenuit vtiCtateaa.

Definitio 2.
' '

xa. Rebtio inter tres variabilet , duabur ae-

quationibus deurminata y. variati dicitur , /i earum vel

vna
, vel duae y vel omnes ires 'particulis irfinite par-

vis augeantur , qfioe earum
,

variationes appellatuur,

,
ExpHc^tio.

15. Cum tues proponantur ' variabiles quanti-

tates veluti X yj^ et z
^

inter quas^ duae aequationes

dari concipiuntur ex vna quaquo carum binas re-

liquas^ determinare licet y ita vt tam j quam z tan-

quam fiindtio ipfius x fpedari poflic. Hoc autem

modo definiri folet linea, curu» non ia eodem plano

deferipto.^ dum fingulu eius- punfta per has- ternas

coordinatis et 2 more fidito afiignantur. Quodfi

iam talis cuma- allai quacunque • fibi proKkna comi-
tetur vt difierentia fit' iofiniee parua haec nouo.

eurua propofitae erit variata , ac Klaeio illa iniec

tornas variabiks x^jty z variata, eius naturam ex-

primere efe oooeipiendai Ex quo prout bina puntSbr

proxima alterum ^io ipKa eurua propofita ^ alterum

ia
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iit Tatiata comitant^ aflumtum inter fe coinparantur,
fieri poteft yt pro variata vel' omnes .tres coordina-
tae prodeant di^e^^ae, iwl duue tantiina.V,v«i /altem
vnica harumque ciiflfereiKiae a coordinatis principiis'
curuae prum variationes repraefentabunt

; quas 'au-

'

t^m hic ita generaliffimc contemplari cpnuenit ^ vt’

j

curpig .extendantur*
fiue e^ per totum tradium. i curua propfita' fue-'
rint diueriae

, fiue, tantum io- -quibusdam portioni*
bus ab ea aberrent

; ita. vt‘ etiam* liaeae non conti-
nuae dum tiibd» principali ^fint proximae

; hinc non
excludantur." Nequefeiiim. hae curua» vapiatne ‘Vfli

continuitatis' Tegi funt adftningdndae, vt emines plano*
cucuas poflibiles' infinite pa^twii' 'principali* aberra u-'

tes io- fe compledta^iuir. • ’ < •'
..i . .

*
, ;*2

CoratL-i^r^*
*4. COtn puudio ^erga qoocnoque euettae pro-

pofitae feli principat.s compdratur pundhira quod-!-<
piam cueuac variatae infinite parum ab* illo diffi-

, et hineque coordinatarum, variationes definiri

"

Kclfig«auat. .. .. .. .

Co*ro^f L-'"2:v •'.'i—-* *i . ;

'tf. Qnia^ porro ex afllinira variabllr vna x\ ‘

binae ieiqune j' er'i- Weo'que pundum curuae pro-
pbfitae determinatur

,
etiam variationes fingularnnv

'

eoordi rauarmn 'tanqnam fundiones ' ipfius *

'x fpeda re

lirer dummodo' earujii qiiantitas’ vt' 'iofinite' paru-a
•

%cfietus. }
-'i" : jj i<-

Naa $. Goroll 3.
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C O tolL';. 5. i: :

' itf. Tres ergo qnasciinque ’ fiindUoncs ipfius x

Ttcaaque iDtet fe dluerfas cdoci^re licet, quae per

fadores iaduite 'paruos multiplicatae 'idoueae erunt

ad 'ternas yariationes cdordiuatarum repracfentandas.

Quod idpm de ternis quibuscunque variabilibus eft

teuendum etiatnfi non ad geometriam referantur.
- -i '1' ' .i.iJ r

.

,

* • ’ "
‘ Corel

L

'4.' '

17. Simili
,

quoque modo ii, relatio tantum

inter duas. variabiles proponatur ,• earum. variationes

tanquam fundiones. alterius variabilis (pedari poflunt,.

modo fine [infinitae poruae, len quod eodem redit

per quantitati infinite paxuam multiplicatae.

Spholion . I,

f8. Confideratio autem geometri» maxime
ell idonea ad has fpeculationes illufirandas v quae - in'

genere confideratae nimis abftradae atque etiam va--

gae videri queant. Cafus igitur trium* rariabilium '

quarum relatio duabus aequationibus definiri afiiimi'*

tur
, luculentifiime per, ciiruam non in eodem pla-

no defcriptam
,
explicatur

, dum ijl is, variabilibus ter-

nae coordinatae defignantur. Quodfi enim dc hu-,
iusmodi curuis quaeftio inftituatur ,,vt, inter eas dc-,

finiatur ea .quae maximi minimine proprieute, qua-',

piam fit praedita necefie eft vt .eadem proprieta3'

ia omnes alias curuas ab ea infinite parum, aber-^

rantes

Digitized by Google



‘ranttS aeque competat , id quod ex varia ttonibds

'dcb.te in 'calculum imrodudis elV diiudicandum. Cui-

-ftam autem vfui fumma gencralitas in variationibns
‘ hic ftabilmt' fit futura

,
inde inteliigcre licet, fi locD Fij.

'duarum curuarum ABetCD datae 'fint' duae quae-

‘Xiraque fu perficies a quarum illa ad hanc ' eiusmodi

'liiicam curuam duci oporteat
,

quae’ maximi mini-

^hiiue'quapiani‘ gaudeat proprietate. Tum enim ter-

^narum' coordinatirulhi -variationes ita geiieralcs con-

'Ifiderari^^oikittct; "vt cutuae 'quaefitae purifto ad ini-

tium in luperficiem AB translato variationes "ibi

’ ad eandem ‘luperficiem accommodari' pofiint , idque

fimili modo in fine ad fuperficiem CD fieri queat»

Ex qlio peripicuum eft in’ genere • tres variationes
' ia' calculum' introduci debere , ’vt eas tam pro im-

tio quam pro fine curuae inueftigandae ad' fuperfi-

cies terminatrices transferre licent
,

quippe quarufn'

'indoles in vtroque termino 'relationem mutuam m-
- ter 'variationes' determinabit.

‘

* .‘'-i*

»/i .

* *' !./' *, i
'j 311.!^

Scliblion 2.
s ‘ ? i / I

^
‘ io: Ouenradmodum hic tres variabiles fumns

'contemplati quarum relatio 'duabus aequatiqnibp, di-

sterminatur', ita etiatii' calculuC variabilium ad qUa-
" tuor pluresUc extendi’ poteft' ,

’ fiquidem relatio 'pfcr

tot aequationes exprimatur vt per' vnicam variabi-

leni reliquae' oinnes determinationem ftfam ,
na.ici-

fcaDtHr \
eiiatnfi huius cafiis' lUuflixtio '^hdu amplius
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tx. Geometria tribas tantam dknenr>ODibas mctaft

])eu queat.4 nifi forte tempus iu .rubCcUuin vocare

velimus, fluuium comlnuum a fuper&cie A£ ^<1

,
iuperHciem CJD proflueutem fed .temporis Isplii .iu>

^iter immntatum coufiderantes ita vt tum etiam

-temporis momentum fit aCignandum quo quaepiam
jiluuii veua a fuperficie AB ad fuperficiem CD por>

rei^a maximi vd minimi, proprietate quadam Jii

.^raedita.^
,
Ad quas variabiles B infuper. .ceieritacii

mutabilitatem adiiciamus , haec maiori variatioaum
numero iilufWando inieruire poterunt. Inipiimia

autem hiqc intelligitur , etiamG omues variabiles

vnicara determinari aflumantur^^ ^rationem ia-

. Veftigaiionis tamen ab eajVbi duae tantum vanabi-

_ies admittantur, maxime dilcccpare, propterea quod
jGngulii fuae .variationes a reliquis nou pendentes
tribui debent; neque enim inde

, quod inter .varia-

•jbilesjpfas certa quaedam relatio agnofeitor
,

ideo

jque^ue earum variationes vili relationi adftriaae

;fcnt -cenfendae: Veluti ex cafu ante allato nunite-
ftum eft , vbi cutua inter binas fupcrficks A B et

C.D porredla et certa maximi minimiue proprietate
praedita vtique ita ett in fe deterna.inata

, ,
vt fumtt

^
cootd inatarum vaa J^kiae^ reljqu^ determinentur;;
nihilo vero minus curuae variatae omnes quae in
.omnes plagas ab Hia defltfterc poffunt', pro fingu-
lis ..coordinatis recipiunt variationes neutiquam a fe

-inuicem pendentes
, folo initio ac fine excepto

, vbi

fas ad datas iuper^ies 'accommodari oportet.

'
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' Definitio 4.

30 . Relatio ititer ternas variabiles vnica ae-

quatione definita vt ma earum aequetur fun£lioni bina-

rum reliquarum, variari
'
dicitur

, fi vel vm vel omnes

tres illae variabiles particulis infinite paruis augean-

tur
,
quae earum variationes vocantur.

Explicatio.
, ,

* t ^

ai. Quoniam ‘hic relatio inter ternas variabi-

les vnica ‘aequatione dehniri ponitur, duabus pro ar-

bitrio fumtis tertia demum 'determinatur , ita vt

pro fundione duarum variabilium fit habenda. £a
ergo relatione non quaedam linea' curua

,
fi rem

ad figuras transferre velimus , indicatur , fed tota

quaedam fu perficies , cuius natura aequatione inter

ternas coordinatas exprimitur
,

ex quo intelligitur

,

eadem relatione variata aliam fuperficiem ab illa

infinite parum dilfidentem repraefentari, quae varia-

tio ita latifiime patere debet
,
vt .variatio vel tan-

tum ad quampiam fii^rficiei portionem reftringi

vel per totam extendi pofiit. Prout igitur cum
quouis fuperficiei datae pundo aliud punAum fiiper-

ciei variatae illi quidem proximum comparatur

,

fieri potefi
,

vt - non folum trium coordinatarum

vna fed etiam duae vel adeo omnes tres varientur

;

vnde quo tradlatio in omni amplitudine infiituatur

,

conueniet fiatim fingulis coordinatis fuas tribui va-

riationes
,
quas propterea ita comparatas efle opor-

FoL m. OoQ tet

,
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tet ,
vt tanquam fun<ftiones biriafum variabilium

fpedari poflint ,
cum binis demum determinatis fu-

perficiei pundlum determinetur.

C o r o 1 1. I.

2 2. Si igitur tres variabiles feu coordinatae

fint ar
,

et 2 ,
quemadmodum ex' relatione binis

X y pro lubitu valores tribuere licet y vnde z

valorem determinatum obtineat itidem variatio

jpfius z ab vtraque illarum x et pendere cenfenda

eft y
quandoquidem fiue alterutra fiue ambae

,
mu-

tentur ,
alia variatio ipfius z refultarc debet.

,
‘Coro II. 2.

I
. 1

* '23, Quod hic de variatione vnius z obierua-

tum eft perinde de binis reliquis eft intclligendum ,

ita vt lingularum variationes fint tanquam fundlio-

nes binarum variabilium confiderandae ;
quoniam

vero inter x et et z aequatio datur, perinde eft,

quarumnam binarum fundtiones concipiantur, quia

fun<ftio i piarum et 2 per aequationem ad fundlio-

nem ipiarum x ct y rcuocari poteft , fi fcilicet lo-

co 2 fuus valor per x et y expreflus fubftituatur.

Scholion i.
'<

/

24. Hac variationum 'inflitutione erit vten-

dum, fi fuperficies fuerit inueftiganda, quae maximi

minimiue quapiam proprietate, fit praedita ,
quan-

- . * ^qui-
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doquidem calcUlum tum ita inftrui.ojjortet rvt «an

dem proprietas ia fuperficiw.Ulii proximas, ,a/C varia-

tas aeque competat. Deinde cum in .curuis, maxi-
mi minimiUe proprietate praeditis amborum terndiio->

rum ratio, praefcribi foleat, vt vel in dat’s piindis, vel

ad 'datas lineas <uruas
, vtl adeo' fupe.rfiaes termw

nentur ,i (imilis' conditio hic efl admittenda^ vt fu^

perdeies^quaerenda circumquaque definiatur
, vcl da-

ta quadam fuperficie . clrcumfcribatur.4 cuius po-i

Acrioris conditionis vt' ratio 'haberi poiBt
,
omnino

necefie cA; vt omnibus rribuS'>coordinatis- variatio-

nes genaralilTiroae a fe ihuicem nefit 1quam penden-f

tes tribuantur
,
quo eae deinceps in extren>a ora ad

naturam fuperficiei, termiriands aCcbmmodari queant.

Hic quidem fatendum cA methodum maximorum
et 'rriinimorum' vix adhwc ad i-hulusiriodl imiefliga-

tiones efle promotam tantaSqUe difficultates hic oc*

currere
, ad qua» fuperartdas. multo maiora' ‘Analy-*

feos incrementa requiri videntor. Verum ob hanc

ipfam caulam eo magis erit enitendum vt principia

huius methodi ,’’^«ac calcule 'variationum continen-

tur ,,lblide Aabiliantur , fimulque clare ad diAinde

prpponantur.
^

Scholipn 2.

.!i 25. Vix opus efle arbitror hic animaduertere,

iAum calculum i fi mill modo ad plores tribus v.uia-.

biles amplificari poflb , eciamfi quacAiones geome-

tricae non atiipHus dilucidationem fbppeditent 4 .ipfa

enim Analyfis non vti Geometria certo dimenfio-

;i 'i--.
'

> O 0 0 a num
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i:.

num numero' limitari eft cenfcnda.' Quando autem

plures variabiles- confidetantur, ante omnia perpendi

conuenit ,
vtrum earum relatio mutua vnica tan-

tum aequatione exprimatur an' phiribus? quae tot

efle poflunt, vt multiudo' vnitate tantum: a numero

variabilium deficiat ,
quo cafu -omnes tanquam .fun-

aiones vnius -lpeaarc iicet. Sin autem
'
paucioribus

aequationibus conftet relatio fingulae • variabiles

erunt funaiones duarum. pluriumuc -variabilium , et

quolibet quoque cafu ^variationes fingulis tributae

tanquam fundliones totidem variabilium tradari de-

bent
,
fiquidcm-hunc calculum generaliflime expe-

dire velimus^ ' t ^ - * . i . ..
• •

Definitio 5.
1 . I . I 'II

a5 . Calcuius <oarlat‘mm eji methodus inu^mendi

variationem ,
quam recipit exprejfio ex quotcunque

,
va^

riabilibuS' Vtcunque\ \cmfiaia ,
dum , variabilibus

,
vel

omnibus vel aliquibus variationes tribuuntur.

Explicatio.
.

1
,

a7 . In hac' definitione nulla 'fit mentio re-

lationis
,
quam hadlenus inter variabiles'^dari afiiim-

fimus
,
cum enim hic calculus' potiflimum in hac

ipla relatione ibueftiganda fit occupatus quae fcili-

cet maximi’ minimiue proprietate fit praedita quam-

diu ea adhuc eft 'incognita ,
eius rationem, in cal-

culo neutiquam habere licet
;

' fed potius cum ita

tra(ftari conuenit quafi variabiles nulla plane rela-

- tione
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tione inter fc eflent connexae. Calculum igitur ita

inftrui conuenit
,
vt fi fingulis \ariabilibus

,
quae

in ‘‘calculum ingrediuntur., variationes' tribuantur

quaecunque omnis generis., txpreffionum
,

quae

Yteunque ex iis fuerint conflatae
,

variationes inde

oriundae inuefiigari doceantur
,

quibus iu genere

inuentis tum demum eiusmodi quaefliones euolucn-

dae' occurrunt
,
qualem relationem inter variabiles

flatui oporteat vt 'variatio ilia inuenta fit vel nul-

la
, vti in inueftigatione maximorum feu minimo-

rum vfu venit
,
vel alio certo quodam modo fit

comparata, prout ^natura quaeftionum exegerit. Hoc

modo fi iftius calculi praecepta tradantur
;

nihil

impedit
,

quo minus etiam .eiusmodi quaefliones

traeflentur ,‘"ih" quibus flatim relatio qUaedam inter

Toriabiles tanquam data alTumitur ac certae cuiusdam

expreffionis ex iis formatae variatio ex variabilium

‘Variatiofiibus nata defideratur. Ex quo intelligitur,

hunc calculum ad quaefliones plurimas diuerfllfimi

generis accommodari pofle.
’

CoroH. I.
.... M. 1

a8. Quaefliones ergo' in' hoc calculo tradan-

dae huc* redeunt, vt propofita exprefiione quacunque

ex quotcunque variabilibus vtcunque conflata
,

cius

incrementum definiatur
,

fi fingulae variabiles fuis

variationibus augeantur. ..
,

-
; : O 0 o 3 Coroll. i.
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Coroll. 2,
t

ap. Simili» igitur omnino eft calculus Taria-

tionum calculo diSerentiali, dum in vtroquc varia-

bilibus incrementa .infinite parua tribuuntur. Quate-

nus autem vii iam obleruauimus ,
variationes a

difierentialibus diferepant
,
adeoque fimul cum iis

confidere poffunt, eatenus fummum diferimen inter

vtrumque calculum ed agnolcendum. . <

Scholion.

30. Ex obferuationibus fupra allatis diferimen

hoc maxime fit manifedum
,
vbi enim calculus re-

fertur ad lineam curuam
,
quam cum alia fibi

proxima comparari oportet
,

per diScrentialia a

punido quouis curuae ad alia puinda eiusdem curuae

progredimur
,
quando autem ab hac curua ad alte-

ram fibi proximam tranfilimus
,

tranfitus quatenus

cd infinite paruus
,

fit per variationes. Idem euenit

in fupcrficiebus ad alias fibi proximas relatis
,

vbi

differentialia in eadem fuperficie concipiuntur
,

va-

riationibus vero ab vna in alteram tranfilitur. Ea-

dem' omnino ed ratio
, fi res analytice coufideretur

fine vllo refpetdu ad figuras geometricas vbi fera-

per variationes quantitatum variabilium a fuis diffe-

rentialibus foll icite didingui oportet quem in finem

variationes figuo diucrfo indicari conuenlet. ,• /

Hypo-
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Hypothefis.

3 1. Variationem emusque quantitatis variabilis

littera eidem ^antitatl praefixa In pofierum defigna-

bimus
,

ita yt d x , y ,
^ z deftgnent variationes

quantitatum x^y^z^acfiV fuerit exprejfio quae-

cunque ex iis conflata eius variatio hoc modo nobis

indicabitur.

C o r o 1 1. I.

32. Significat ergo Sx incrementum illud in-

finite paruum quo quantitas x augeri concipitur

,

Tt eiusdem valor variatus prodeat ex quo viciflim

intelligitur valorem variatum ipfius x fore x-^$ x.

C O r 0 1 1. 2.

33. Quatenus ergo exprellio V ex variabilibus

a:, y et 5s conflatur
, fi earum loco fcribantur va-

lores variati et atque a

valt^e hoc modo pro V reloltante fubtrahatur ipfa

V refiduum erit variatio

C O r 0 11. 5 .

34. Hadenus ergo omnia perinde fe habent

atque in calculo diffcreutiali , ac fi V fuerit fundio

quaccunque ipfarum x ^ y et s , fumio eius diffe-

rentiali more folito tantum vbique loco d fcriba-

tur B
j et habebitur eius variatio $ V.

Scho-
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Scholion i.‘

3$. Quoties ergo V cft fiinftio quaecunquc

quantitatum -rariabiliunr» x., y ,
z cius variatio iis-

dem regulis inde elicitur ac difFcrehtiale cius
,

ex

quo calculus variationum prorfus'cum calculo diffe-

rentiali congruere videri poffet
,
cum fola figni di-

verfitas kuis fit momenti. Verurn probe perpenden-

dum eft hic non omnes quantitates, quarum varia-

tiones requiruntur, in genere fundUonum compre-

hendi pofle
;
qUamobrem etiam in definitione voca-

bulo exprejjionis fum vfus
,

cui longe ampliorem

fignificatum attribuo. Quatenus enim ad relationem

mutuam variabilium refpicere non licet ,
quia cft

incognita
,

eatenus eiasniodi exprefliones feu for-

mulae in quas variabilium dificrentialia atque etiam

integralia ingrediuntur
,
non amplius tanquam me-

rae fundlioncs variabilium fpeftari poflunt ,
ac for-

mularum tam' differentialium quam integralium va-

riatio peculiaria praecepta poftulat ;
ficque totum

negotium huc redit
,
vt quemadmodum formularum

vtriusque generis variationes inueftigari conueniat

,

doceamus
,
ex quo tradatio noftra euadit bipartita.

Scholion 2.
'

36. In ipfa autem tradationc maximum exo-

ritur diferimen ex numero variabilium
,

qui fi bi-

narium (uperet
, vi|X adhuc pcrfpicitur ,

quomodo
calculus fit expediendus. Cum enim pluribus in-

tro-
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troduAis 'varwbilibur
,

etian) dilUrciltiaitun) confide-

ratio longe aliter c^^nd;ituf*,~ dum pl.rumquc bi-

narum tantum differcntklki ita inter fe comparari

folent, quafi reliquae rariabile< manerent conflantes,

(imilis quoque ratio ^vn- variatiduibus <erit habenda

in quo,etiamuuac tantae difhculutcs occurrunt
, vt

vix pateat quomodo' eai'fuperare liceat^ ante omnia
certe prima huius- cakuh principi» accuratiflime

euolui erit neceffe, vt ex intima rei natura calculi

praecepta repetantur ~ in quo
'
plerumque fummae

difficultates oflendi folent. Primum igitur hunc

calculum ad duu tantum variabiles accommodatum,

quemadmodum is quidem adhuc tradari efl fblitus

,

explicare conabor
,
variationes tam formularum dif-

* ferentialium quam meegralrum iunefbgamus , tum
Tero fi quid lucis ex ipfa hac rra^atione afFulfcrit

quoque ad tres pluresue variabiles contemplandas

progrediar.

• yok m. Ppp CAPVT
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DE

VARIATIONE FORMVLARVM
DIFFERENTIALIVM DV^AS^VARIABI-

’ / " LES INVOLVENTiyM. -

1 ii’ II i I.

• • 1,
’

• -I
'

>
" '

. Theoremai u-
I

’ * * ’ *

-
. ,..i- f ’

,

n, ,.:i .:r^7c-^:
JT^aria/io differentiatis femper aequalis ejt dfferetr

‘ r tiali vanatmis ^ Jeu eft $d\—d$W^ quae-

cunque fuerit quantitas V ^ quae dum per differentia'

ia crefcit ,
etiam variationem recipit.

;
recipit.

rV^mnn fl-rn 1-in

Quantitas variabilis V fpe(flari poteft »
tan*

qaam applicata curuae cuiuspiam
, quae luis difie>

rentialibus per eandem curuam progre<yatur
,

fuis

variationibus vero in aliam curuani illi proximam

tranfiliat. Dum autem in eiusdem curuae pundum
proximum promouctur, fit eius valor ~V-^dV
qui fit rrV' ideoque V; ex quo variatio

ipfius </V hoc eft $dV erit x:.$ Verum
eft valor proximus, io quem ^V fuo diffe-

! '.IV reotiali
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rcntiali auftum abit, ita vt fit V' V+<'/^

V

feu $\‘— 8V-dSV yndc euideiis eft fore SdV-dSV^

feu variationem differentiaiis effe aequalem differen-

tiali 'variatioms ,
prorfus vti Theorema aiiirmat.

' '
-1 11C o r o 1 1. I.

38. Hinc variatio differentiaiis fecundi

ita definitur vt fit $ddW~d$.dV, at cum fit

SdWzzdSV aequalitas: erit inter has formulas:

c o r o 1 1. 2. '

,

•39. Eodem modo pro diftrentialibus tertii

ordinis erit
. .. . -i ; 'i .

' ;i

Sd*V=^d$ddV^dd^dy— <t$W- •
!

et pro difierentialibus quarti ordinis variatio ita ft

habebit vt fit ‘

^

‘

$d*y=d$d‘V=ddSddW=(tSdV':^d*$y
^

fimiliqoe modo pro
.

altioribus grad.bus.

Coroli. 5*

40. Si igitur ‘variatio defideretur dificrcntialis

cuiuscunque gradus figoum' variationis S vbicunque

libuerit inter figna differentiationis d inferi poteft

;

ia vltimo autem l6co podtuirx declarat ,
variatio-

nem dificrentialis cuiusuis gradus aequalem eOe dif-

ferentiali eiusdem gradus ipfius variationis.
. ^

PpP a CoroU.4. •
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Ii;

C O r O 1 1. 4.

4t. Cum igitur fit’ :=-d"SV
, res fem-

per «o reducitur, vt -Tarintiotus quantitatis V (en

ipfius $W diflferentialia cuiusque gradus capi pofiint;

atque in hac redwf^ione praecipua vis huius noui

calculi efi confiitucnda.
- .

» •

Scholion-i.

42. Vis demonihrationis in hoc potiifimuni

cft fita
,
quod ^ V, abeat in „ fi quantitas V

fuo difierentiali increfcit
,

quod quidem ex natura

diflfercntialium per Ic eft manifeftum; interim tamen

iuuabic id per Geometriam illufirafTe. Pro ' curat

Fig. 3. quacunque EF Tmt coordinatae AX=x et XY=:y,
in qua fi per interuallum infinite paruum YY'
progrediamur erit in diflerentialibus

AX>=x-]^iix tt X‘Y‘=yri-dy ,

'

jdeoque

dx=AXf^kX « djz^X‘Y>-XY.

Nunc concipiamus aliam^curuam ef illi proximam,
cuius puiuaa y et y‘ cum illius puntftis Y et Y'
comparentur, ad quae propterea per- varfat w^s tras)

fitus fiatq ac fumtis firoili modo coordinatis erit

'
'Axzzx^fx

,

ideoque»

^jfzrAx-AX et 3‘FrrA'v-XT, ' >
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tum vero erit ...

AA-':=-x+i/4r+^(a: + </a:) et x'y!=:y+dj+${ y+Jj)
i^uatenus a paod;o Y' per variationem in pun<flum y
tranfilimus. ' Verum ad idem piiniftum y quoque
ex pundto y per diflferentiationcm peruenimus .vnde
colligitur

:

Ax^— x+(J“ar+</(x4-<5‘ ar) ct x>y'=y+Sy-{-d(y+$y),

His iam yaloribus cum illis collatis prodit j

x-hdx-+-$x-+-^dx—x~i-$x-hdx-i-4iSxct '' ‘

. J^-^^y-hiy-H-^dy^y-^-^y-^^dy^diy -

vnde manifello ftquitur fore

:

$ dx=d$x et $dy=d$y.
Quae fl attentius confideremus

,
prrncipium', cui

aemonftratio innititur
, huc redire comperimus

, vt
fi quantitas variabilis primo per differcntiationem
deinde vero per variationem proferatur

, idem pro-
veniat

,
ac fi ordine inuerfo primo per variationem

tum vero per differentiationem promoueretur. Ve-
luti in figura ex pundo Y primo per difierentia-
tionem peruenitur in Y' , hinc vero per variatio-
rem in y inuerfo, autem ordine primum ex- pun-
«o Y per vaiiationem peruenitur in y , hinc vero
per differentiationem in punaura y, idem ouod
ante.

.

fpp 3 Scho-
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Scholion 2.

'

. -43. Theorema hoc latiflimc patet, neque

enim ad calum duarum variabilium tantum reftriu-

ginir ,
fcd veritati eft etiam confeotaneum ,

quot-

cunque variabiles in calculum ingrediantur, quando-

quidem in demonflratione folius illius variabilis cu-

ius tam diffcrentiale quam variatio couGderatur

,

iatio 'habetur fine vllo rdpeftu ad reliquas variabi-

les. Ne autem hic vili dubio 'locus relinquatur
,

confideremus iuperficiem qnamcunque cuius pnn-

Aum quoduis Z per coordinatas ternas , , .

AX= x, XY=/ et y 2=2
definiatur, a quo fi ad aliud pulicum proximum Z

in eadem fuperficie progrediamur ,
hac coordinatac

fuis differentialibus increfeent. Tum vero aliam

quamcunque ftiperficiena concipiamus proximam cuius

punfta 2 et 2' cum illis 2 et 2' conferantur, quod

fit per variationem. His pofitis perfpicuura eft duplici

modo ad pundum 2' perueniri poffe
,

altero per

variationem ex punao 2' ,
altero per differentialc

ex punAo 2 ,
ficque fore

:

X^+^. A 'i^'=:^x-k~d.kx

x^y—X'Y'H-^.X'Y'= xy -^d.xy; '

y'z'z:zX'Z'-^-^.X'Z''—yz^d.yz '

* quod etiam de omnibus aliis quantitatibus variabili-

bus ad haec pnnAa referendis valet. Hinc autem

luculenter fequitur fore

Sdxzz.dB X ^
$ dyzzdBy

^
Sdz—dSz.

r, q ;
i Sch«-
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Scholion 5.

4+- Memorabile prorfus cft
,
quod cafu dific-

rentialium altioris ordinis iignum yariatioais $ pro

lub tu inter figna diderentiationis d inferibi poffit

,

atque hinc intelligere licet hanc permutabilitatem

.
locum quoque efle habituram ,

etiamG fignum va-

riatioois $ perinde ac differentiationis d aliquoties

repetatur
, quod fortafle in aliis fpeculationibus vfu

venire, poflet. Verum in praefenti inllituto repeti-

tio variationis S nullo modo locum habere poteft,

quoniam lineam vel fuperGciem tantum cum vnica

alia fibi proxima comparamus, etfi enim haec ge-

neraliflime confideratur
,
vt omnes poGibiles itidem

proximas in fe compledlatur, tamen tanquam vnica

fpedatur, neque podquam e principali in proximam
tranfiliuerimus

, nouus tranGtus in aliam concedi-

tur. Hinc ergo eiusmodi fpeculationes
,

quibus va-

riationum variationes cflent quaerendae, omnino ex-

cluduntur. Viciffim autem hic variationum diffe-

rentialia
,
cuiusque ordinis hic admitti debent

, et

cum in formulis difUrentialibus quae quidem Ggni-

Geatum habent Gnitum ,
ratio diSerentialium tan-

tum fpedetur, quae G binae variabiles Gnt x ttjf,

huiusmodi poGtionibus
'

>
'

•

dy—pdXy dp—qdXy dq-=:.rdx etc.
,

ad formas Gnitas reucKari folent
,

harum quantita-

tum p , q , r
y

etc. variationes potiGimum aGignari

ncceGe eft. . , . . i

"

.. Problema
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Problema i.

’ 45 . Datis binarum Tariabilium x et y- varia-

Xionibus et 5^/, formulae diiferuotialis p—

^

variationem dc6 nire.
'

4 .
*

• # » .
'

i - ‘ Solutio.
. 1 J •... • .

• • Cum fit Sdy— dSy^ et S dx— dSx

,

variatio

quaefita $p per notas differeniiatioms regulas repe-

ritur
,
dummodo loco figni differentiationis d fcrii

batur
,
fignum variationis ^ , vude cum otiatur

X — d xt dy— dyS ix '

i .

°P —_ -— — »
• •

erit per conuerfionem aute; demonftratam :

X fi —' dxidy — dy dS X •

V y
^ ^

vbi cum et Sy fint variationes, ipfarum x tt

hineque ^ .v+</^ar^ et variationes, ipfarum

x-\-dx et y-\-dy notanoum eft fore vti iam obi

feruauimus
: ,

- d8 x:x:.$[x-\dx)—^

X

et' )— (Jj».

f.
'

. t 1 *
»

’

Idem inuenitur ex primis principiis eum enim va*

lor ipfius variatus fit p-\-$p isque predeat fi loco

X et y earum valores variati
, qui funt x-\-$x et

y-hSy lubftituantur erit

p $ p zzi
d(y^Sy)
d(x-^tx)

vode
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Tude ob fit^ dx

::r ^ :zT ^ ^yd g«

quoniam in denominatote panicula at prae<^:t‘
euancfcit

' - . -

Coroll. I..

_

4<J. Si dum per differentialia progredimur,
variabiles x et j> continuo audas defignemus

,
per

x'
,
x" ,

x"'' etc.y , ,
y" etc. vt fit

x'z=:x-\-dx et
, erit

• d$x—$x'—$x et d$y—$y^$y
hineque .

’
.

- .

, $ p~$.i2 — dx(Sy‘~fy)— dytSx'—t »

)

^ dx dx* i

C o r o 1 1. 2.

47. Quoniam variationes ambarum variabi>
lium X et j',neutiquam a le inuicem pendent, fed
jjrorfus arbitrio noftro relinquuntur

,
fi ipfi x nul-

las tribuamus variationes vt fit

$ X o et S x' ^ o y
erit

Sp=. IXpLH-.
* dx d X

Coroll.
48. Si praeterea vnicae variabili j variatio-

nem Sy tribuamus, vt fit 5yrro erit Sp~ — ^^
.quae hypothefis miqime naturae refragatur

,
quia

. Vol. III. Q.9 9 cur-
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curuam proximam ita cum principali congroenteitl

affumi licet, vt in vnico tantum punAo ab ea di-

fcrepet.

Scholion.

49. Vul;o in folution® problematum ifoperime-
*

tricorum aliorumquc ad id genus pertinentium, curua

variata ita congruens flatui lolct, vt tantum in vno

quafl elemento difcrepet. Ita fi quaerenda fit curua

Fig. 5 . E F certa quadam maximi- minimiuc proprietate

gaudens, vnicum pundlum Y in locum proximum^

transferri folet vt curua variata EM)'Y^F tantum

in interuallo minimo MY'' a quaefita deflet^at ita

vt poCtis •

AX—x et XY=y
fit pro variata curua •

et xyz=:y+$y ,
feu

^arrzAar—AX et ^/rr;^-XY,
pro fequentibus vero pundtiS

,
ad quae diflerentialia

ducunt fit vbique

^a:''r::o ,
Sy^=zo , Sx^^zzo

,
3'/^:=o

,
etc.

itemque pro antecedentibus. Qiiin etiam ad calculi

commodum variatio Xx:zSx rulla fumi folet, vt

orrinis variatio ad folam elementum $y perducatur,

quo cafu irtique habeb tur — liaecque vnica

variatio vtique fufficit ad problemata huius generis

quae quidem 'fuerint tradtata, rclulucnda. Verum fi.
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Tti hic inftituimiis

, hacc prob'emata latius extendi-*

mus, vt curua quaefita circa initium et finem cer-

tas determinationes recipere queat, vti pic neceflarium

efi calculum variationum quam generaliflimc abfol-

vere, atque, in .omnibus curuae pun<flis variationes

indefinitas coordiiiatis. tribueie. Quod etiam maxime
eft neceflarium fi huiusmodi inuefti^^atioues ad li-

neas curuas non continuas accommodare velimus,
r r

* . c • .

Problema 2.

50. Datis binarum variab ) um jc et>' varia-

tionibus $x et Sy, fi ponatur dy-pix ct dp-qdx^
inuenire variationem quantitati» • q ,

feu valorem
ipfius

'
‘ . . t

‘i Solutio.
•

Cum fit erit pro valore variato

“ (i( it-K S X) tJpe-}-aTx *

vnde auferendo quantitatem p relinquitur

quae variatio ergo etiam ex " difierentiatione formu-

lae refultat , fi more, confueto differentiatio

inftituatur
,

loco vero figni difTtrentialis' ^ feriba-

tur fignum variationis vbi quidem mcmiuifle

iuuabit efle

$dxzz.d^x et $dpzzd$p.

. -
, Q.qq 2 Supra
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Supra autem inuenimus ob p— efle
'

dxdty— dydS x

°P— a** *•

vnde porro per confuetam • diflereotiationcm Talor

ipfius dSp fcilicet differentiale ipQus Sp colligitur.

CorolI, I.'

51. Cum fit |^=p et erit primo:

A * — asy t>dSx
^P — Tsr Ti-

tum vero.

Pro vfu autem futuro pracftat hic particulam d$p

relinqui
,
quam eius valorem ex praecedente for-

mula erui.

C o r o 1 1. 2 .

51. interim tamen cura prior per dififeren-

tiationem dec
,

. ; >

hoc Yalore fubftituto prodit ,

^ddS 1 dds dS y p ddS » 2^ df x 1 . fdd xdt

»

ar» ^ ^ *»** *

C O r 0 1 1. 5.

53. Quod fi foli variabili y variationes- tri-

buantur ,
vt particulae. 5^ a: et quae inde deriuantur

euane*
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.

euanefcant
,
habebimus

ac fi difierentiale d x

dS p __ d dSj __ ddxdS y
d ** 'ST**" d I*

confians accipiatur ,

Scholion i.

erit

54. Quo haec facilius intelligantur ,
confide- '

remus in curua EF ,
per relationem inter variabi- pig.

ics AXz:x et XY=:>'. plura punfta Y,Y^Y^^etc;

|ecundum’diSerentialia continuo promota
,
vt fit-

AX=a:; AX*=:x~{-<fx ;
AX^^zzx-^- idx-\-ddx^

AX'*‘zzx-^^dx-^!^ddX’\-d*x

\
X'Y'—

^

•X"X"=r>-^-a^/)'4-</<(r^

X'" Y'"—y~^%dy-\-%ddy-\-d*y

'

quae dififercntialia cuiusque ordinis indicantes ita

breuitatis gratia repraefententur :

AX=*

;

A X'=a:'; A X" -x"-, A X'" -x^" etc.

XY=7 ;
X^Y^ry; X"X''~i"\ etc.

quibus fingulis fuae variationes nUllo modo a fe

inuicem pendentes tribui concipiantur, ita vt omnes

iftae variationes

:

Ix ,
^x'

,
^x" ,

Ja.-"' etc.

^y ,^y'

a hibitu noftro pendentes tanquam cognitae fpedlari

queant. His iara ita contlituiis difiereutialia cuius-

Qq q 3 .

(
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que ordinis variatioaum ia bunc modum leprifr^

fentabuntur -vt fit

d'Sx=:Sx"'-5$x"+iSx'-tSx

d$j=.S y'—S y ^ ddS yzzrSy'-

i

d’$y— S y"''—^Sy'’^^$y—Sy.

Qiiodfi iam vnicum punftum curuae Y Tariari

fumamus ,
erit .

'

d$ xxx:—S X i ddS x—+$ X i
x^—S X ttc.

. 'dS y i
ddSjf—^^Sj

i
d^$jzz—$jfttc,

hincque

• 5p=-r:+‘T7- « • . -
4

'l- 5y I ddxSy_1>ix i tq9x_pddxS»
• — ^ + dT*-

vbi omiifis partibus reliquarum refpedia euane/cen-

tibiis
,

erit

Denique fi (bli applicatae Ysrriatio tribui-

tur
j

habebitur :

$p=z-.±.$y et Sq=^,.$y.

Scholion 2. ^

55* Hinc patet fi in vnico curuae puniJlo va-

riatio ftatuatur
,

infigniter contra recepta dificren-

tialium principia impingi
,
cum variationum dilFe-

rentialia fuperiora neutiquam prae inferioribus eua-

4 Defcaat

Digitized by Googie



nelcant fcd iugitcr eundem valorem retineant
, at-

que adeo vwiationes quantitatum p et y in in6hi-

tum excrefeant, fiqmdem infinite parua 8x et Sy
ex eodem ordine quo difiercntialia t/x et /fy afiu-

nantur. Quin etiam hinc in calculo maxime ca-

vendum eft ne in enormes errores praecipitemur

,

cum calculi praecepta
,

legi continuitatis innitantur,

qua lineae curuae continuo puiu^i fiuxu delcribi con-

cipiuntur, ita vt in earum curuatura nusquam fal-

tus agnofeatur. Quodfi autem vnicum curuae pun- p^g.

dium Y in y diducatur reliquo curuae tradlu prae-

ter bina^quafi elementa My ct yY'' inuariato re-

lidlo euidens eft curuaturae ingentem irregularita-

tem induci
,

cum vulgares calculi regulae non
mnplius applicari queant. Cui incommodo vt oc-

cnrramus( tutifiimum erit remedium , vt fingiUi;

curuae puuiflis mente faltem variationes tribuanturj,

quae continuitatis quapiam lege contineantur, neque

ante irregularitas in calculo admittatur
, quam

omnes difierentiationes et integrationes fuerint per-

adlae ; hocque modo faltem fpecies continuitatis in

calculo retineatur. Quamuis ergo variationum diP-

feientialia

^/Sy, ddSyy itSy ete, item

dSxy ddSxj d’$x etc.

forte in fadla hypothefi ad fimplices variationes re-

vocare liceat , tamen expedit illas formas in calculo

retineri ad easque fcquentes integrationes accom-

modari ,
atque huc etiam 'redeunt operationes, quas

olim
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olim , cum idem argumentum de inuenicndis cur-

vis maximi minimiue proprietate praeditis traftaflem,

expedire docueram.

Problema 3.

55. Datis binarum variabilium a: et >' varia-

tionibus Sx et ,
rationum inter, di fierentialia

cuiuscuncjue gradus variationes inueftigare.

Solutio.

Quaeftio huc redit vt pofitis continuo

dy—pdx, dp=zqdx\ dq — rdx, drzzsdx ctc.

quantitatum p ^ q ^ r ^ s etc. variationes aflignentnr,

cum ad has quantitates omnes differcntialium cuius-

cunque ordinis rationes quae quidem finitis valori-

bus continentur reducantur. Ac de harum quidem

duabus primis p tt q iam vidimus efle

Quoniam igitur porro eft

r = et etc.

harum variationes fimili modo per

regulas inucniuntur :

— dx st X

differentiationis

sdS X
dx

etc.

vbi fi lubuerit loco dSp, d$q ,
dSr, etc. difie-

rcntialia variationum $p ,
Sq ctc, ante inuen*-

tarum
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tarum CubHitui polTunt. Hoc autem non (bium in

formulas nimis prolixas induceret
,

fed etiam vti

ex fequentibus patebit ne quidem eft ncceflarium ,

cum hinc multo ^iliui omne» redudiones
,
quibus

opus erit
,

infUtui queant. . .

• ^ ^

.. . Corbi i. I.
i ,

57. Si fbli variabili j variationes tribuantur
,

feu manentibus abfeidis x tantum applicatae y fuis

variationibus augeantur , habebimus :

• i . V,:.. -

CoroJ Ii . 2.

58. Quodfi praeterea
'

'omnia Ipfiu» ar incre^

menta dx aequalia capiantur
,

feu elementum dx
conflans (latuatur, fubflitutis didercntialibus praecc'

dentium formularum in fequentibus < obtinebitur :

Coro 11. 2 -

' 5^ Si (olis abfeiffis x variationes tribuantur,

Tt variatio cum omnibus deriuatis euaneCcat

,

fimulque elementum dx conftans capiatur , Ungulae

ha6 variationes ita (e habebunt:

*p=^' i ^
Xr — tudiS X ^ trdSx

•

- ' <i **
,

r*“
- , . — fd*9 m „ t X e ridS » 4tdt»

»*” d * dx*
,
dx

‘

.m nu
etc.

Rrr Coroll. +.
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,
C o r 6*1 h 4 .

‘ ‘

•
' 50 . -^Etiamfi ergo '.iiocTcafu elementum ix

conflans accipiatur',' tamon* hic occurrunt difitren-

tialia cuiusque ordinis variationif 8x ,
cuius rei rJ*

tio e(l, quod variationes valorurn ipfius x continuo

vlccrius promotorum ncutiquam a dift*

lentialibus' pendere- ftaruuntur..,ji. / v

• ( i I fii 1*1 /.1 7 'til : i:‘i. I il

S ch O li O n.
'

'ii .

6i. Quando autem placuerit foli variabili x-

Tariationes tribuere, tbtfi ornuv^Oi praedat variabi-

les x, et y,,inter, fe
,
peripu tari ^ atque huiusmodi

potius I
podtionibus vti

‘

- dx-=pdy
,
dpr=:qdy

^ .dq:^rdy etc.

quibui’ fpecies 'diflercritialiurh; tollatur ,
tum vero

Aurito elemento dfy.. condante Amiles fbrmulae fim-

pliciores pro variationibus quantitatum p t q ,
r etc.

reperiuntur, atque CoroIL d. Ceterum quo calculus

ad omnes icafus accommodari queat yifemper expedit

iVtrique variabili' fuas- voriationcsitribui ,
etd- enim

tum formae* multo perplexiores prodeant praecipue

fi euoluantur ,
tamen - calculum ..proluendo tam

egregia fe oderunt compendia vt in fine calculus

vix fiat operofior, neque, huius, prolixitatis taedeat.

Ad problcmata crgo magis generalia ad hoc caput

pertinentia progrediamur. ^ •
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Problema 4.

* 6i. Datis duarum Tariabilium x et y varia-

tionibus Sx et $y^ formulae cuimcunque finitae V
tam ex illis variabilibus ipfis quam eatuin differcn-

tialibus cuiuscunque ordinis • conflatae variat.onem

inuenire.

So 1 u t io.

Cum y Iit quantitas valorem habens fini-

tum, ponendo^

dy—pdxy dp-xiqdXf dq-:=zrdx
^
dr—sdx etc.

differentialia inde tollenti^c
,
.prodibitque pro V fun-

diio ex quantitatibus finitis formata a:, y p, r, s etc.

Quaccunque ergo fit ratio compofitionis eius difie-

rentiale femper huiusmodi habebit formam:

dV zz'!AdX-\-]:^dy+?dp-\-Qdq'\‘Kdr+Sds etc.

> horum membrorum numero exiflente eo maiore
,

quo altiora differentialia ingrediuntur in V. Quodfi

vero huius formulae V variatio SV fuerit inda-

ganda
,

ea obtinetur fi loco quantitatum variabilium

X t y t P t 9 i
^ £^cdem fuis variationibus audtae

fubflituantur et a forma refultante ipfa quantitas V
auferatur, ex quo intelligitur variationem ope con-

(Uetac differentiationis inueniri figno tantum difie-

rentialis d in fignum variationis $ mutato. Quare

cum difierentiale fupra iam fit exhibitum impetra-

Ifimus variationem quaefitam

:

^V=;M^Ar-i-N5/+P5'p+Q3‘y+R3‘r+S3‘

s

etc.

Rrr a quem-
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quemadmodum autem variationes $PjSq,$r,Ssttc, .

per variationes (umtas et Sjf determinentur iam

fupra eft oftenfuno. <

• I
.

/ Co r ol I. I.,

53. Si hic fubftituamus valores ante muentos,

obtinebimus variationem quaefltam ita expreflam

M^x+N^+ -h&^^^+etc.)

-^(Pp+Q,?+ Rr+Sx+ctc.).

Coro II. 2.

5.3. Si variabili x nulla plane tribuatur va-

riatio, atque infuper elementum ia: (conflaus acci-

piatur ,
tum quantitatis propolitae V variatio ita

prodibit expreta

:

I

Scholion.
6$. In his formis faltem fpecies homogeneita-

'tis in diflerentialibus fpe&atur,, 'fiquidem djcict Sy
ad .ordinem difl&rentialium referantur

, quod ’ longe
,fecus cucniret

, fi eo cafu quo vnicuni .curuae pun-
dlum variatur

,
fiatim 'vellemus_4oco differentialium

variationum valores fupra .{ 54. ) exhibitos fubfti-

tuere, quo quippe padlo idea intentionis
, .qua hae

formulae deinceps indigent excluderetur. Ceterum
patet quomodo inuentio variationum ad confuetam

di^-

i
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differentiationenri reuocetur , dum totum dilcrimeti

in hoc tantum ert litum vt loco variationum
,

Sq
y $r etc. valores iam ante aflignati

,
quos qui-

dem ipfos quoque per confuetam differentiationem

elicuimus
y fubdituantur. Conueniet autem hanc

operationem aliquot exemplis illullrari quo clarius

indoles totius huius traAationis percipiatur.

Exemplum i.

66, Fortnulae fubtangentem exprimentis var

nationem inuenire.

Ob dyzzpdx haec formula fit ,
vnde eius'

variatio ^ » vbi loco $ p valore fubftituto
t ff ^ r

fit ea:

quae.poftrema forma immediate ex difierentiationc

formuJae propofitae nafcitur.

Exemplum 2,

6j. Formulae ipfam tangentem exprimentis

variationem inuenire.

Vodtio djf=pdx praebet 'hanc formam finium

2-V(i-ppp) vnde -variatio
:
quaefiu eft ;

PPV(«-+-PPJ *

.quae transformatur in hanc

Rrr 3 Exem-
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Exemplum 3.

6 i. Formulae radium curuedinis exprimetuit

t 1 f^dx +
_
dy 2 ipariationem definire.

dxddy

Pofi.to dyzzpdx et dp—qdx haec fbrmul»
J

tranfit in hanc ,
cuius propterea varia-

tio eft

i^V(i4-pp)-;.i(n-ppf
^

vbi quidem fubflitutioni valorum ante inuentoium

non immoror.

Problema 5.

59 . Datis duarum quantitatum variabilium, x

tt y variationibus $x et 8y formulae tam ex ilHs

variabilibus quam earum difierentialibus cuiuscunque

ordinis conflatae fiue fuerit infinita flue infinite

parua
,
variationem inuefligare.

Solutio.

Pofitis vt haiJlenus dy—pdx
,
dp—qdx

,

dq—rdx ctc. formula femper reducetur ad huius-

modi formam Vrfx*, vbi V fit fundio finita quan-

titatum AT, j', p, q^ r etc exponens vero n fiae pofi-

tiuus flue negatiuus
, ita vt priori calu formula fit

infi*
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infinite parija
,
pofteriori vero infinite magna. Pona-

namus igitur difierentiationem ordinariam dare

dW'=:M.<ix+Ndy+T(ip+ Qdq+Kdr+ etc.

vnde fimul eius ' variatio' habetur. Cum igitur fbt-

Hiae propofitae variatio (Tt:

n^^dx'^'d$x-{^dx'•$V

erit vtique haec variatio quam quaerimus

:

« M ^jr+N^+P^p -fR^retc.)

vbi ex fuperioribus hos valores fubftitui oportet;

Si)

—

dSy— pd Sx . — dS p — gdS X
r <Tx ’

“— ili

— rd^x . Xj— d? r — sdS n

••.i-.-J ,T. 1^* ’j
\

***
t;-' .--. *'

• etc.

qoac cum per fe fint perfpicua ,
nulla ampliori ex-

plicatione indigent; fimuique hoc caput penitus ab-

folutum videtur.
r f

, .
’

I V, ‘

. t
•

I'

j *;

.?•).
-

j.'-

1

. v '»

; if- ,
11.

A
•

CAPVT
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C A P V T III;

DE

VARIATIONE FORMVLARVM
INTEGRALIVM SIMPLICIVM DVAS

VARIABILES INVOLVENTIVM.

(

• Definitio 6.

70.

M formulam tntegralem fimpEcm hic appeUo ^ quae

nulla alia integralia in fe inuoluit , (ed fimpbci-

ter integrale refert formulae differentiatis.^ praeter bi~

nas variabiles quaeeunque earum dffereUiaSs eom-

pudentis.

Coroll. I.

71. Si ergo X tt y fint binae variabiles, for-

mula integralis fW erit (implex , fi cxpreffio W
praeter has variabiles tantum earum difierentialia

,

cuiuscunque fuerint ordinis , contineat
, neque prae-

terea afias fofmulas Integralcs itr fe implicet. ~ -

Coroll. 2.

7a. Quod fi ergo ftatuamus

dy:=.pdXf dp—qdXy dqxzrdx etc.

.vt fpecies ditiferentialium tollatur, quoaiam integra-
^ tio
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tio requirit formulam differentialem exprefllo illaW
femper reducetur ad huiusmodi formam \dx exi*

Qeute V fundiione quantitatum ar
, / , p , q etc.

C o r o 1 1. 5 .

73. Cum igitur formula integratis fimplex ‘

Cc huiusmadi f\ldx^ 'vbi V eft fu.idlio quantita-

tum X t y, p, q, rete, eius indolem commtxriffimc

eius diSerentiale repraefentabit fi dicamus effe

dV:=:Mdx-{-Ndj/~[-?dp-\-Qdq-^Rdr+ etc.

Scholion.

74. Diflinguo hic formulas integrales fimpli-

ces a complicatis
,

iu quibus integratio proponitur

eiusmodi formularum diflerentialium quae iam ipfae

\nam pluresue formulas integrales ,
inuoluuot. Ve-

luti 11 littera s denotet integrale

/V{dx'-{-dy)—/dxV{i-{-pp)t

atque quantitas V praeter illas quantitates etiam

hanc / contineat
,
formula integralis /V dx mento

cenfetur complicata
;
cuius variatio fin^ularia prae-

cepta poflulat deinceps exponenda. Hoc autem capite

primo methodum formularum intcgralium fimpli-

cium variationes inueniendi tradere conlliiuu

m ni. S s s Theo-
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Theorema 2.

7 $. ' Variatio formulae integralh fW ’ femper

aequalis eft integrali variationis eiusdem formulae dif~

fertntialis cuius integrale proponitur
; feu eft

, ^ l W = f^ W.

Demonilratio.

Cum variatio fit excefilis
,
quo valor varia-

tus cui-usque quantitatis fuperat eius valorem natu-

ralem
,

perpendamus formulae propofitae /W va-

lorem variatum
,
quem obtinet

,
fi loco variabili-

um X ct y earundem valores fuis variationibus $x
et audi fubfiitnantur. Cum autem 'tum quanti-

tas W abeat in W -h ^W ,
formae propofitae va-

lor variatus erit

/(Wh-

^

W)=/W-f-/^ W
vnde cum fit

W r=/{ W -h ^ W ) -/

W

a.

habebimus

^/W=/^W
vndc patet variationem integralis aequari integrali

variationis.
't

’dem et?am hoc modo oflendi potefl Pona-
tur /Wnw, iia vt quaerenda fit variatio «Jty-

,

.
Quia
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Quia ergo fumtis diflerentialibus cft — W, ca-
piantur nunc variationes eritque

$dtvzzSW IV

ob $div—dS IV, Nunc vero aequatio dSa),— 3'

W

dtnuo integrata praebet

Sw=fSW= i/W.
»

C o r o 1 1. I.

^6. Propofita ergo hac formula integrall/Vi/r
eius variatio SfVdx erit

•

=fSCWdx)-/(Y$dx+dx$V)
hineque ob 8dx—dSx habebitur:

SfVdx=/\‘dSx-\-fdxSW. ‘

. ^ . .

•

Co r o 1 1. 2 .

77. Pofito Sx— tsi vt fit </<yjrrr</w, quia eft

‘
' fWdbiZ=:'V(a—f(j}dV

,

.

in priori membro diflferentiale variationis dx exui-'

tur
,

fietque

:

SfWdx=V $x-fdV^ x4-/dx$y
vbi prima pars ab integratione eft immunis.

1 . ' l.i!l
^

.. I il

Scholion. > •

* • • , _

78* Quemadmodum fupra oftendimus fignt

difiercotiationis d cum figno variationis S exprefiioni

S s s 2 cui~
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•

cuicunque praefixa inter fc pro lubitu permutari

pofle, ita nunc videmus fignum integrationis / cum

figno variationis S permutari poffe ,
cum fit r

Atque hoc etiam ad integrationes repetitas patet

,

\t fi propofita fuerit talis formula eius varia-

tio his modis exhiberi poflit

SffWzzJ$fWzz0W
• iocoque- variatio formularum integralium ad varia-

tiones expreflionum nullam amplius integrationem •

inuoluentium reducatur
,
pro quibus inueniendis iam

fupra praecepta limt tradita.

Problema 5.

79 Propofitis binarum variabilium x et j»

variationibus Sx et Sj/f D pofitis

dyzz.pdx^ dptx.qdx ^ dq:=:rdx ctc.- . ,

fuerit V funftio quaecunque quantitatum x , > , p ^

f , r etc. formulae integralis fSdx variationem io-

veftigare.

Solutio.
»• . »

Modo vidimus ( 77.

)

huius formulae inte-

gralis variationem ita exprimi vt fit

Sfydx= W$x~-fdVSx+fdx$V.

Iam ad variationem $V elidendam, cum fit V
fundio

,

quantitatum x
, ^ y , r etc. fiatuamus

«ius
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eius diflferentiale efle

dy= lAdx^Kdy+Vdp-\-(ldq+Kdr etc.

ac fimili modo cius variatio ita erit exprefla;

quibus valoribus fubflitutis confequimur variationem
quaefitam :

*

ijVdx- V^x+/5&(MJx+Neiy 4 etc.)

r/Sx{Mdx+iidy+?dp+qdj+Kdr ctc.)

Tbi cum partes ab M pendentes fe deilruant » erit

partibus fecundum litteras N, P, Q, R etc. fe-

paratis variatio *

^/\dx=iV$x-h/'^(dx$y-dy$x)+f?(dx$p-dp$x)

+fQ,idx$q-dq$x)+/K(^dx$r-dr$xy

ctc.

vbi eft Vti fupra inuenimus :

^xSp— d$jf—pd$x\ dx$ q-=zd$ p — qd$ x\

dx$r=d$q—rd$x

quibus valoribus fubditutis ob dyzzpdx obtinetur:

J/V</xz=V^xH-/N</x(3>-p^ .r)4-/T//. (5>-p3'x

)

( ^P~“9^x)-\-fR,d.(,$q—r$x)
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Ad hanc cxpreflionem ylterius reducendam
, note--

tur efle

f$X^ ^— (jdS X— d qSx —• d.(Sp,— gf x )

“ ax d X

$ f — y— x—drfx— d. ( ? q— rSx)
~ dx dx

CtC.

quo pafto quaeuis formula ad praecedentem reduci-

tur
; vnde fi breuitatis gratia ponamus Sy—pSx-a

erit vt fequitur

:

Sj—pSx— ia • , .

^p-9^x=rx * ^

S r-sSxz=;^d.;l-d ’^^
d X dx dx

etc.

ficque variationibus litterarum deriuatarum p, q,
r etc. ex calculo exclufis adipilcimur variationem

quaefitam
‘

S/\Jx=\Sx+fti Jxia +/Prfu +/Q,rf II+/R J.h '> T.

r,<t. tJ-r.

etc.

cuius formae lex progreflionis efi manifefla ,
cuius-

cunque gradus difibrentialia in formulam V ingre-

diantur.

Coroll. I.
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80. Huius igitur variationis pars prima \Sx
a figno integrationis efl immunis atque adeo folum

variationem $x inuoluit, reliquae vero partes vtram-
que perpetuo eodem modo iunftam et in littera

(a—$y—pi/x

comprebenlam continet.

C o r o 1 1. 2 .

81. Secunda pars

/Ndx.ta—fNmdx

commodius exprimi nequit,* tertia vero /P//u com-
modius ita exprimi videtur

,
vt Iit

/

fPdazxVm—fud?

ac poft fignum integrale iam ipfa quantitas o) rc-

periatur.

C oro 1 1. 2 '

8 2. Quarta pars fQd.^ fimili modo rcduci-

citur ad

hocque membrum pofterius
,
cum fit porro

praebet

dx J dx

^

ita vt tertia pars refoluatur in haec membra

:

dO.
dx*

CoroU. 4.
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C o r o 1 1. 4.

83. Quinta pars

reducitur primo ad

R-.V-H -/i?dx dx

tum vero poderius membrum ad

dRdcd r I J dR J,.
rx'rx~JTx°’rx-‘*'^ *

bocque tandem vlterius ad

ita vt haec quinta pars iam ita exprimatur

R • >7 dR du
TxTx

C O r 0 1 1. 5.

84. Simili modo iexta pars

ita rcperitur exprella ;

-
‘ArJ-il+kd-‘^/A - rArJ% »

Problema
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Problema y.

85. Pofitis dvzzpdx
y
dpzzqdx, dqzzrdx^

ir—idx ctc. fi V fuerit fundio quaecunque quan-

titatum X y y ^ p ^ q y
r, s etc. ita \t fit

i/V— etc.

formulae integratis pJdx vanationem ex ^triusque

varabiMs x tt y variatione natam ita exprimere,

\t poft fignum integrate nutta occurrant variatio-

num differentialia.

Solutio.
In corotiariis praecedentis problematis iam

omnia ita funt aJ hunc fcopum praeparata ,
vt ni-

hit aliud opus fit, nifi vt transformationes finguta-

.rum partium in ordinem redigantur, quo pado

duplicis generis partes obtinentur
\

vno continente

formulas inregrales, quas quidem omnes in canucm

fummam colligere licet, altero partes abfolutas quas ita

in membra diftribuemus , vt fecundum ipfas varia-

tiones Sx et Sy
f
earumque differentialia cuiusque

gradus procedant. Pofita autem breuitatis gratia for-

mula $y—pdx — a variatio quaefita ita fe habebit:

Vol III, T 1 1 cuius

/
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cuius formae indoles ex fola infpcaionc ftatim cft.

manifefta ,
\£ Tberiori illuttrationc non fit opus.

Coroll.. I.

85. Haec exprcflio multo*fimplicior redditur,

fi elementum d-x capiatur conftans, quo quidem

amplitudo expreflionis nequaquam relUingityr ,
tum

enim fiet

:

$fVdx=zfi^dx{ii- r' +

+ SI«i-

)

+ 4^(R-f® + etc.)

«' + etc. ).

.

Coroll. 2.

87.' Si quaeftio fit de linea curua prima pars»

int^ralis valorem per totam curuam ab initio Tsque

ad terminum, ybi coordinatae x et y lubfiflunt ,

congregat ,
fimul omnes- variationes in fingulis cur-

vae pundlis &<flas . coniplcdens, dum reliquae partes

abfolutae tantum per variationes in extremitate

curuae fadtas dcfiniuiitiv.

Coroll. j.

88. Si curuam coordinatis a* et y definitam-

vt .atim fpedemus
,

aliaq^ue curua, ab ea infinite

' panum
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parum difcrepans confidcrctiir
, dum in fingulis

pundiis \trique coordinacae variationes quaecunque
tribuantur., expreflio inuenta indicat

,
quantum for-

mulae integralis f\dx valor ex curua variata col-

ledbus fuperat eiusdem valorem ex ipfa curua data
dtfumtura.

C o r o 1 1. 4.

89. Cum fit patet hanc quan-
titatem (d euancfccre

, fi in fingulis pundtts varia-

tiones 5'
X* et Sy ita accipiantur, vt fit

v~dy.dx.

Hoc igitur cafu curua variata plane non diferepat a

data, .ic tota variatio formulae fVdx reducitur

ad

Scholion I.

90- Variatio haec pro formula integrali p^dx
inuenta ftatim luppeditat regulam

, quam olim tra-

didi pro curua inuenienda in qua valor eiusdem
formulae integralis fit maximus vel minimus. Illa

enim regula poftulat , vt haec exprefiio

N- 1’’

Jx
ddl d»R
d X* d**

d*S
d X*

— CtC.

nihilo aequalis ftatuatur. He autem ftatim cuidens

eft
, ad id , vt variatio formulae /V dx euanelcat

,

quemadmodum natura maximorum et minimorum
exigit , ante omnia requiri , vt prima pars figno

integrali contenta euanefeat
,
ex quo fit

:

N„lP_i_ddiX _ d' K

dx» dx^
— etc. “ o.

T 1 1 2 Prae-
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Praeterea vero etiam partes abfnlutas nihilo aequari

oportet , in quo applicatio ad vtrumque curuae ter-

minum continetur. Ipfii enim curuae natura per

illam aequationem exprimitur
,
quae cum ob diffe-

rentialia alcioris gradus totidem integrationes toti-

demque conftantes arbitrarias affumat ,
harum con-

flantium determinationi illae partes abfolutae inler-

viunt, vt tam in initio quam in fine quacTua rurua

certis conditionibus rcfpondcat y veluti ad datas li-

neas curuas terminetur. Ac fi aequatio illa fui.ric

diffitrentialis ordinis quarti vel adeo altioris
, par-

tium quoque abfulutarum numerus augetur
, quiius

effici potefl
,
vt curua quaefita non (olum vtrinque

ad datas lineas terminetur, (ed ibidem quoque certa

diredlio, quin etiam fi ad altiora diflfcrentialia affur-

gat , certa curuaminis lex praefcribi queat. Sem-
per autem applicationem faciendo pulcherrime eue-

nire folet , vt ipfa quaeflionum indoles eiusmodi

conditiones inuoluat , qu bus per partes ablblutaa

commodiffime fatisfieri pofiit.

Scholion 2.

91. Quanta autem myfieria in hac forma,
quam pro variatione formulae integralis /V i/x in-

venimus lateant , in eius applicatione ad mas ima
et minima multo luculentius declarare licet, hic t;in-

tum obferuo, partem integralem neceffario in ift<m

variationem ingredi. Cum enim rem io lat fllmo

lenia
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fenfu fimus complexi
,
vt in fingulis curuae pun-

ftis verique variabili a: ct variationes quascunque

nulla plaoe lege inter fe connexas tribuerimus, fieri

omnino nequit
, vc variatio toti curuae conueniens

non fimul ab omnibus variationibus intermediis pen-

deat ,
quippe quibus aliter confiitutis necefie efi, vt

inde totius curuae variatio mutationem perpetuatur.

Atque in hoc variatio formularum integralium po>

tifiimum didi 'et a variatione eiusmodi expreifio»

num ,
quales in fuperiori capite confiderauimus

quae vnice a variatione vltimis elementis tributa

pendet. Ex quo luculenter fequitur, fi forte quantitas V
ita fuerit -comparata , vt formula diffirentialis \dx
integrationem admittat , nulla fiabilita relatione in-

ter variabiles x ct jr Cque integralis /V dx fit fun-

dio abfoluta 'quantitatum x,y,p,q^r etc. tum
etiam eius variationem tantum a variatione extre-

morum elementorum pendere pofle , ficque partem

variationis integralem plane in nihilum abire debere

'

ex quo lequens infigne Theorema colligitur.

Theorema 5.

pa. dy— pdx, dp:z:qdx ,
dqrrrdx,

drrzsdxetc. Ji V fuerit eiusmodi funSih ipfarum

X » y > P t <1 » r
»

s vt pfito eius differentiaii

dV=Mdx+Ndy+Pdp + Q,dq+Rdr+Sds etc

_^ -4-

-

etc. =0
ix* dx*

Ttt 3 'fumto'

fuerit

ix*
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fmnto elemento dx conflante ^ tum formula differentia^.

Iis Vdx per fe erit integrabilis
^

nulla ftabitita rela-

tione inter variabiles x et y \ ac viciffin.

Demonftratio.

.
d a _ dlR . _ rt

ITx ’ d d X* dx* ’ ’

Si flierit

tum formulae integralis f\dx variatio nullam im-

plicat formulam integralem , ideoque pro quouis

fitu coordinatarum x tt r a folis variationibus, quae

ipfis in extremo termino tribuuntur, pendet, quod fieri

neutiquam pofTet, fi formula Wdx integrationem re-

rpuerct,proptera quod tum variatio infuper ab omnibus

variationibus intermediisfimul nctcflariopenderctj vnde

fequitnr quoties aequatio iMa locum habet, toties formu-

lam \dx integrationem admittere^ ita vt f\dx futura

fit certa ac definita fundio quantitatum x,y,‘p,q^

r, s etc. Vicifiim autem quoties formula diflferen-

tialis Vdx integrationem admittit, ciusque propterea

integrale f\dx efi vera funAio quantitatum x,j'.,

p t ^ i * s etc. toties quoque cius variat o tantum

ab extremis variationibus ipiarum x et y pendet ,

neque variationes intermediae eam vllo modo affi-

cere pofTunt. Ex quo necefle eft vt variationis pars

integralis fupra inuenta euanefeat , id quod fieri ne-

quit , nifi fuerit

N - ^ = o

ficque Tlteorema propofuum -etiam inuerfum veri-

tati efi confentancum.

Coroll. I.
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Coro II. r..

93. En ergo inligne criterium
, cuius ope

formula differentialis duarum variabilium» cuiuscun-
que gradus differeu:ialia in eam ingrediantur ,.diiu-

dicari poteft, vtrum fit integrabilis nec ne ? Multo
latius ergo patet illo criterio fatis noto

,
quo for-

mularum differentialium primi gradus integrabilitas

.

dignofci folet..

C O r O 1 1. 2;

94. Primo ergo fi quantitas V fit tantum
fiimftio ipfarum Jf et nullam differentialium ra-

tionem inuokiens» vt fit

</V M N dy
,

tum formula- differentialis Vdx integrationem non
admittit, nifi fit N— o, hoc eft nili V fit fun(flio

ipfius X tantum
,

quod quidem per fe eft perfpi-

cuum.

CoroIL 5 .

95. Propofita aurem huiusmodi fermula diffe-

rentiali: + ea cum forma Y dx dody—pdx
comparata dat ideoqnc

et P“K, quandoquidem quantitates <y et « nulla'

differentialia implicare fumuntur. Erit ergo

d?=du-dx{^^)-\-dy{\ll
Quare

i
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Quare cum criterium iotegrobilit^tis poftolet Tt fit

erit pro hoc cafo

quod eft criterium iam Tulgo coguitom.

SchoHon I.

Demonftratio huius Theorematis omnino

efl fingularis ,
cum ex dodrina Tariaciouum fit pe-

tita
,

quae tamen ab hix argumento piorfus efi

aliena
;

vix vero alia vin patet ad eius demonfira-

tionem pertingendi. Tum vero hic a<curatior co-

gnitio fUndionum diligenter eft animaducrrenda
,

qua oftendimus formulam integralem fWdx neuti-

quam vt fundion^m quantitatum x, p, r ctc.

fpcdari pofle
,

nifi reuera integrationem admittat.

Natura enim funtffionum (emper hanc proprietatem

habet adiumffam
, vt fiatim atque quantitatibus

,

quae eam ingrediuntur valores determinati tribuun-

tur
, ip(a fundiio ex iis formata determinatum adi-

pifcatur valorem
;

vcluti haec fundio xj', fi pona-

mus X— 2 ctj'=:3, valorem accipit
~ 6. Longe

fecus autem euer.it in formula integrali fydx ,
cu-

ius valor pro cafu x— 2 et ^=3 neutiquam afli-

gnari potefi
, nifi inter j et x certa quaedam rela-

tio
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tlo (latuatqr: tum autem ea formula abit in fundionem
' ' • • 'f

. # .

vnicae variabilis. Formularum ergo intcgralium, quae

integrari nequeunt, natura follicite a natura fututio-

num ditingui debet
,
cum funttiones flacim atque

quantitatibus „variabilibu$
,
ex ,qnibu& conflantur , de-

terminati yalores tributitur , ipfae quoque, determi-

natos valorcs recipiant , ctiamfi variabiles nullo mo>
do a fe inuicem pendeant

;
quod minime euenit-ra

formulis integralibus, quippe quarum
.
determinatip

omnes plane valores intermedios • fimul includit.

Imprimis autem huic difcrlmlni vniuerfa dbttrina

de maximis et minimis , ad quam hic attendimus

,

innitur vbi formulas
,

quibus maximi minimiue

proprietas conciliari debet
; neceflario eiusmodi in-

tegrales efle oportet, quae per fe integrationem' 'non

admittant. .
- -

Scholion 2,

-97. Ad maiorem Theorematis illuflrationem

cclusmodi formulam integralem fWdx confideremus^,

quae per fe fit integrabilis
,
ponamusque exempli

gratia ^

Hi = U ,

Ita vt fit

V— L — p ^
, > , yy ’

: 'i

atque ideo haec formula difftrentialis

Fol. III. " V v T fit
#

f
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fit'; abfolate' in tegraViIis ^ • nc Tidcamtis* / Vri Theore-
ma noflrum hanc inregr'Jbi^itatem‘ declaret? Quan-
titatem ergo V dificrcntkmiis

,
'et differenti ali cum

-fqrma'-';' '1 “"'J ,
3'-> -i*

, 'dV= M'4'ar-h ; :

t6m^rato obtinebimus:' .

:«=^+j.i N’iji +'# f4-'w ” <i=f •

Cum nunc fecundum Theorema fieri debnt
' N’-i

=
'o

^"i "*
.

^
primo coUigimuSf diffetentiandor, • !.

•'
.-

— ni-»-4~ *»P -» _*«» a Zf dQ,

—

^ Tx —3 ^
.tum vero

; l-j ,
-f

• .- I

diQ, — » P I » «

p

t xq
f? jft -T" — Zl-

Ergo
yy

!

dP ^ ddQ^ _^ , t xpp _^" dx d** r yy ir >»

'Cui Talori' quantitd&, N vtique efi acqualiv

Scholion

p8. Ceterum quando formula differentialis

V dx integrationem per fe admittit
, ideoque pofito

+Vdf+Qdf+Rdr^ etc.

fecundum Theorema rft • ; . .
>

N — i? 415 '.liL lif «dx *

I d X* d 3̂ ^ d X* ^tC*-— O
3 i V y

Iiinc
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hinc alia; infignia xoiiredfria^Jdeducuritiir.';' /Trimo
enim cum per </a', multiplicande^ ft . integrando fiat

• ' N£*-I’+ „
patet etiam formulam^ ^</jc_a(bfolute effe iqtegrabi-

lem. Deinde cum Tiinc^porr^ fiat
'

'

etiam formula
,, ,• , . ., ,, , ,

,

' .w \— c c. t.
j

r

integrationem., admittit. .,.Pollca etiam fimili ,modo
. ,

r .r J. I . fj . J,i i . ,

integrabilis erit haec forma
il(’q j.i ii

dx[/dx(fNdx-‘V)-^Q^)-

tum vero etiam haecn" !

) !.:'n
,

et|.ita,,porrQ. jvVndc ifcquens Theorema, non rminuf>

tjptatu dignum et in^. ptaxi vtiliflimum .col4giqa«»t'

i

.fi .» I

The^pm^.^
99. Po/itit dy— pdx ,

dp=qdx, dqrrrdx,
drcrsdxWci y? V eiusmodi fuerit fuh&io ijfaram x,

y , p , q ,
.r ctc.. vf formula differentialis Vdx

per^e Jit ituegrabiRs
^ ;:j.>

d M d X+N d y,+ Pd p H- Q.d q -4- R dr 4^ S d s^+ etc;i

etiam fequentes formulae differentiales per fe integra-^

tiotum 'arffnittent i

V T T 2 I.
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I. .Formula N</x erit per fe integrabilis
•

•
:

tum pofito
'

•’

l

II. Formula ^dx erit per fe integrabilis

' porro 'pofito Q—
,III. Formula Cldx erit: per ^fe integrabilis

demde^pofito R*—

’

' '

IV. Formula fRdx erit per fe integrabilis

vlterius pofito S—fffidx—^. * •

^ V. Formula @Vx efi^t 'wr fe 'integrabilii;
'

.. : ’jy
>.

‘ c.i.

et ita porro.
,

Demonftratio:

Huius Theoremati» vetitas iam- iti 'praecfed. f.

eft eiiuila vnde fimdl pateti - fi jomnes bae 'formu--

lae integrationem admittant 'etiam principalem 'V<f*

abfolute fore integrabilem.

Coro II. I.’

'

,
lOo. Cum V. fit fun<3:io'quaatitatutn..

X, r=il ^tc.
; _ .

quantitates per diflerentiationem' inde 'dcriuatac' M,*
N, P, Q., R ctc. etiam ita , exhiberi

'
pofiTunt*

vt fit

N=(f;)i p=c2Piq=>ji)eic.':
;

' vnde
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Tnde ob prima tti

Y <{x integrabilis

&>re- iategrabilem.

formulam patet;' fi’ fuerit formula

CoroIL 2.

loi. Deinde ergo quoque ob eandem rationemi
formula haec:

^ hineque. porro iftae

omnes per^fe integrationem admittent.
•

‘
. . .

‘ • CoroIL 5.

102. Quia tot tantum litterae P, Q, Rete*
adfunt

,
quoti gradus diffcrentialia in formula V dx .

reptriuntur, et fe iuentes omnes euanefeunt , litte-

rae germanicae' inde deriuatae , Jd' , 31 , @ etc.''

tandem euapefeere \el in fundliones folius quanti||-

tis X abire debent » quia alioJjuin fequentes integra-
,

bilitates locum habere non poflent.

•
' Exemplum.

X03. Sit V eiumodi fun£lio , vt fiat

p/dx=:
y(dx*

xdxddy .
*

.

Fadlis fubftitutionibus

dy—pdx
,
dp~qdx \ dq—'rdxqX^,

V V V 3tP« • r pro



C' A p:v t ni.

pro hoc exemplo fimAio V. ita exprimetur :

'
' - '

’

•; \ -r ^

y_ P(-^+Pf>f _A^+Ppy
3jp^(i+pp\

[
jrji-^ppy. J

~ xq ^ xxq t: .,x,' xqq
%

.

• r
'

xnde per difierentiationem elicuimus iequcQtes va>
loree:

''
f - • - ' M'-

;

''••••-

xxq X xqq

P=
3ypV(i4-^p) tjyXi-Jr^^pp)

~ xq ' xxq . T xVli+pp)
:

xxq .
,

xV{l+pp)

5yprV{i+pp)
‘ ‘

,ySi±EPl . ^M^+ppf
‘ xqq xxqq xq^

R=:
—y(i+pp)'.

xqq

> I

'v . l-J

< J

I

lam igitur primo iotegrabilem eflc oportet fermu"
lam N^x feu

"

_ ' ^pdxV{z+Pp) 'dq(i'4:ppy

-X
, xqq

Tude Oatim patet integralc hoc forc ;

. \xq\ .* t ‘ t

c < / / lam

Digitized by Googie



C A F V T III. Srj

lam pro fecauda formula hinc nacifcimur

;

® -f-fNdx= 3 +)>?) _ VP''[x+pp)
^ J

• xq xxq
3jr(i + 2pp) ^ 5yprV( i +pp)

^

xV{i+ppX xqq

ita yt integranda fit haec formula : ^

..LU<

3p«5'>^(i4-pp) :iyp(fxV(i-ipp) ^(/x{i+tpp)
^dx- y-W{C^pT

^ypdqV {\-\-pp)

xq xxq

xqq

cuius integrale
,

vel' faltem eius pars ex poftrcmo

'membro manifeflo colligitur;'
,

cuiua

‘^difierentiale ciim' totam formulam exhauriat erit

/pdx = i2J±ii^J.

Nunc pro tertia formula habebimus

Q-(l-/'pdx=
-p{i+PPT

. A^+PPf .
iyr(i+ppY

“ I
—

xq
iypVi I A-pp)

xqq XXqq
4-

xq
vnde per dx multiplicando ob dx~^ in vkim»
membro fit

" xqq xxqq xq’

__
5ypdpV{iA-pp)

xqq
T -

D

culo»
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cuids penultimum .membrum .dedarat integrale
,

*l
'

Quarta porro formula ita; «it .comparatae

fKzzK-fCl^fx-o y
^

Tnde perfpicuum eft non folum ,hanc,!K</.vied «iam
fequentes omoes fore jntcgrabiles. '

.
'4'

.Scholion.

104.. Theoremata haec eo pulcriora -videntur,

quod eorum demorrflratio ciusmodi principio inniti-

tur
,
CUIUS ratio hinc jrorfus eft aliena

^ proptcrea

quod in his ^veritatibus nullum amplius veftigium

variationum apparet
; .ex quo nullum eft dubium

quin demonftratio etiam :CX alio fonte magis nato-

jali hauriri queat.

CAPVT •*

I

I
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DE
VARIATIONE FORMVLARVM

INTEGRALIVM COMPLICATARVM

DVAS VARIABILES INVOL-

VENTIVM.

Problema 8.

xoy.

Pofito v—f^dx; exiftente 95 futiAionc qaacan-

que binarum variabilium x , j' earumque di&-

rentialium

dy:=:pdXt dprzqdXy dq^rdx ctc.

fi V denotet fundionem quamcunque ipfius v , in>

vefiignre variationem formulae integralis complica-

tae fVdx.

Solutio.
Quia quantitas v ipfa e(l formula integralis

f^dxy formula /Vdx cft vtiquc complicata. Cum
igitur fundio V folam quantitatem <v inuolucre po-

natur , ftatiiamus dV —Ldv
,

tum vero pro fun-

ftioic 93 fit eius differentiale

df8— 'Slldx-\-ffldj-^^dp+0.dq-{-tlidr'\- etc.

FoL III. Xxx His
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His pofitis cum variatio quaefita fit
‘

SfWdx—p{Vdx)=zf{$Wdx-hy<iSx)

ct p't reuudUcncm fupra adhibitam :

§r\dx=:y$x-^r{dx$v~dvsx).

,
Cum autem per -hypotliefin fit dV— Ldv erit

etiam pro variatione ^ VrL^v, verum ob v-f?8dx
erit primo </v— 33</ar ideoque </V— LS5 </a“ ,*tum
vero

Sv~$/SQdx—mx-\-/{dx$^8-d^$x)
,

ac propterea

JV-L5Q^a:4-L/(</A'^S8-</S5^ar)

,

hincque

$r\dx::W$x+f{L^dxSx+Ldx/{dx$m-(mSx)
-L^8dx$x)

feu $fVdx—W$x+fldx/idx$S8^d^Sx).
Ex praecedente autem capite patet effe

ete-

fumto elemento dx conflante et pofito breuitatis

ergo u>:xzSy—p$x. Verum cum hinc fubftitutio

molc(l;as pariat praedabit ex primo fonte rem re-

petere
j
cum igitur ex dificrcntiali et variatione

quaa-
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titatis S3 fiat

x+fftSy-\-^$fh\- 0.$ + etc.

)

ob dy-pdx
y dp-qdx y

dq~rdx
, dr=.sdx^ic.

erit

dx^'S^—dfQ$xzz^dx{$y—p^x)-\~9^dx{Sp—q$x^

Q.dx[$ q—rS x)-^cx.c.

Verum ob dx confians ex § 79. fit s

Sj-pSx=u-, Jp-}jAr=j2; Sii~rSx=‘-±“-

;

ilcque habebitur

:

<Za;^ S3— d95^a:=r9?«</a:+^</&j4-Cl^j^ 9t^

cuius quidem integrale praebet fuperiorem exprefllo-

aem. Ponatur nunc integrale fLdx^l
, eritque

S/\dx-VSx+lfidx$f8-dmSxy/l{dx$18-dmxy

Nunc vero facile colligitur fore

/U^xS?Q-d?B$x)-/udx{m~^-g + - ‘5^ etc.)

+ wt I^ ^ j
*- etc.

)

Xxx 2 Tnde
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53S*

vndc fada fubftitiitioiie concluditur variatio quacfita:

,
sfsdx^\sx-^-:;^S- f! -t- - f#+ •«. >

+ iiio -i^ + etc.

)

* Q 4, diLix ^ iC 4. etc, I^ ti jc ' d X* d
^ '

- + etc.)

+ !^(e-etc.)

’ ~S^(I0-etc.)

5i hic partes binae priores difierentiatae iterum ia-

tcgrcotur reliquarum fafta rcJudione impetrabi-
mus loco, i/1 valorem Lt/x reltituendo

i/\'iii-=\ ^x+rUxrai/x(fl^- i? - ly» H- etc.

)

+/hl</jrtLp- 4- Ldu'9U-d.L ^^iix

4. i.dJe-MtLd«-H<^i6 ... i
d* ^

^"di»

+ fs(l 9i-ye5;ae^.„c.)

’

“ quae
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quae forma Tidetur flmplicifnma et ad Tfum tuaxl*

xqe accommodata.

C o r 0 1
1." i.

io<y. Si eiusmodi relatio inter x tt y quaera-

tur, vt integrale /V dx maximum minimumue eua-

dat, variationis partes integrales nihilo aequari opor-

tet, quod' in genere fieri nequit, fed ad terminum/
quousque integrale fVdx extenditur, fpedari opor-'

tet

,

pro quo fi ponamus fieri Irr/L^xrrA
, ex'

priori forma colligimus hanc aequationem :

o=( + etc.

Coro II. 2.

S07. Quomodoainque autem haec aequatio

pro quouis cafu oblato tradletur
,
femper tandem eo

eft deoeniendum vt formula integralis l^/Lrfarper

difierentiationem exturbari debeat
,

qua operatione

fimul quantitatem A inde extrudi euidens efi; fic-

que aequatio refuitans non amplius a termino inte-

gtatiouis pendebit.

Coro 11. 3 .

108. Quod fi in genere pro variatione for-

mulae integralis fVdx inuenienda, valoreai J Ldx~l

toti integrali lefpondentem ponamus =:A var atio

X X X 3 quae-

l

t
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quaeGta ita exprimetur:*

+o)(LQ—

,

rt-etc.)

^ (
L 0 — etc.

)

xbi A— I cft yalor formulae fLdx a termino in-

tegruionis extremo ad qucmuis ^locum iadeGnitum

medium retro lumtus.
_

.
;

. •
.

r
' :

S c h o 1 i o n.

109. In folutione huius problematis com-

pendium (e obtulit, quo etuam analyfis in fupenori

capite adhibita non mediocriter, contrahi poteG. Cum
enim ibi (79-) perueniflemus ad

,
$f\dx= V$x+f(dx$V-dV$x) oh .

</V=:

+

'

J V =rM <y .V+N P Sp+<1$ q+ RSr+cte.

erit >
• '

.

</V— </.v(M + Np+P^+Qr+Rj+ete.)

hineque colligitur

d xS y - d\ Sx— dx{N{Sy-pSx)-^{?Sp-qSx) .

-I- (^((J r ^ ar)+etc.

)
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lam fi breuitatis gratia ponatur erit

difRrentiando . .

${pdx)—qdxSx—pS dxzzdui
^ at

< S(pdx)—pd$x+Spdx, ergo ' •

Simili modo hanc formulam difFcrcntiando ob

dp— qdx et dq—rdx fit ,

qd$ X’\‘$qdx—qd^ X~dq$ x—dx($ q^rSx) ~d.^^

vnde perfpicuum eft . .

polito $y—p$x::z(a .

fore

^ 9—rSx—^'-^d.^~^ fumto dx conflante

Quocirca erit

dx$W—dW $x^dx (N a + -f- _i_ «<>»»)

/
' d»» ~ d«» 1

Cquidem differentiale dx conflans accipiatur.

Problema 9.
110. st fuerit v—f^dx exiflente i

d^-±^dx-\-^dy+ 9p>dp-\-0,dq-^^dr+ etc.

tum ¥ero fit V funiflio quaccunque non folum

qnan-
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/

quantitates

= 9= '= j| «c.

fcd etiam ipfam formulam intcgralcm v-ffQdx im-

plicans inuedigare variationem formulae iutegrafis

complicatae fWdx.

Solutio.
*

Quoniam V eft fun<Sio quantitatum v, x,

p i q t
r etc. fumatur eius difFerentiale quod fit

dV^Ldv + M.dx-\-^dy-\-?dp+Qdq+Rdr+ttc.

ac habebitur variatio ipGus V ita exprefla

5'V=:L^‘u4-M5‘ar'l-N^/+ P^p+ Q5‘y+R3‘ r+etc.

tum vero notetur , ob

dv:=z^dx , dy::xpdx
^ dpzzqdx etc. efle

<fV= </.v(L584-M4-N/)4-P^ + Qr+Rr+eic.)

et ^ 33 — 2)1 ^ ar+ ^ + 9> ^ + Q, (J* f+ Di 5“ r4- e tc

.

Praeterea habemus

:

^ =r/ ( S3 .t+

^

33)= 33 A-+/( 25- </S3 ^ a:)

vnde pofito Sy—pSx^ta erit per ante inuenta :

^ .T+/'</.v(9?td+^ ^ + etc. )

.

vbi commoditatis ergo fumfimus dx conflans.

His praeparatis cum variatio quaefita fit:'

SfVdx— VSx-i-/{dxSY^d'V$x)
vt
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Tt reduftione fupra inucnta vti polTimus, ponamus:

dVz^\.dv-\-dW

vt fit

et

</WzzM</ar-f-N</y-f-P<//)-|-Qrfy+R</r’4- etc.

Quocirca nancifcemur hanc formam:

8fVdx^VSx-\‘f{ \.dx$<u~Ldv$x)-irf{dx^'W-<m^:i)

vbi eft

</a: JW - W J ar { Nai-+-^^+ + etc.)

Tum vero eft

dx$v-dv$x=dxfdx ( 9?u+^4. i- + etc.

(

ob dv$x:=:f8dx$ X. 'Quibus fubflitutis colligitur

variatio quaefita

:

S/W dx=WSx+/L dxfdx{mii+ + etc.)

+fdx ( N+ -h^“ + etc.)

Quo iam hanc formam vltcrius reducamus pona-

mus integrale fLdx~l ita fumtum
,

vt pro

kiiiio
,
vnde integrale /V dx capitur , cuanefcat

,

,
pro fine autem vbi integrale JWdx terminatur fiat

1“A ,
ficque fiet

:

5/V </.vr V ^ a:+ A/</ A- ( co -f^4: 4.^ + etc
.

)

-/Ua:(9?oj+®^+^+ 5^“+etc.)

+/^A-(N«+ ^i^+‘^+?^“+etc.)

VoL III. Y y 7 ad
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ad quam formam contraliendam ftacuamu&t

N-^(A-I)5?=rN'

P-f-(A-I)^ = P'

R4-(A-J';!)1=R*
ctc.

vt prodeat.' forma; Uli.^ qoani fupra^ <

fimili»

SfSdx^\$x-^fdx{ N'(o-^r ^ +i^+etc.>

\bi ergo fi pofi fignum integrate diffi:rentialia ipfius u
eliminentur, perueniemus fecundum $. 85. ad hanc

exprefliouein

N'-g+ ^ 4-0 - ett.)

4-Vi:c+o.(P' - Jf + y,;' - 10 4- «c.

)

4-Coofl.^-l2{Q;- Ji 4- <1^0. - etc.)

4-^(R'-04-etc.)

4-J-0(S'- ecc.)
.

Conftanti autem per integrationem inuedae eiuJ-

mo(ii valor tribui debet
,

vt pro initio integrationis

forn ukc f\dx partes abfolutae ad nihilum redi-

gantur,, fiquidem prima pars integralis ita fumatur,

vt pio eodem initio euanefiat ; tum vero vniuer-

fam expreflioncm ad finem integrationis
,

produci

oportet pro quo iam poluimus fieri /L</ar—I~A.
Coroll. I.

Digitized by Googie



C A P V T IV. S9$

Coroll. I.

11

1.

In parte integrali Tariabilitas per totam

integrationis extenfionem debet comprehendi in par-

tibus autem abfolutis fufficil refpexiffe ad initium

ac 6nem integrationis
,
pro vtroqtte autem termino

conditiones variationis praefcriptae fuppcditant valo-

res w
,

etc. Ac poftquam ex condi-

tionibus initii conflans rite fuerit determinata tum

fupereft, vt fingula membra ad finem integrationis

accommodentur.

Coroll. 2.

II2. Pro initio igitur integrationis vbi' I~o,

<rit primo:

N^^N-q-ASJ; F=:P-hA^; Q^=:Q4-A iCli

R'r:;R-|-A!)l etc.

pro difierentialibus vero ob = erit

4S' — 15
j~x dx

et ita de reliquis Cmilique modo pro differentia-

libus fecundis

a d N' — ad w . Addw _ «tdta ^ mji
'd *• dx*

'
' dx* dx dx

''

C o r o 1 1. 5 .

113.

Pro fine autem integrationis , vbi

IrzA fit

N'=:N; P'j=P; Q'=rQ^ R'=R etc.

Yy y 2 valo-
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valores vero differentiales ita fe habebunt

:

dN'

—

dfi _T . dP' —

fecundi vero gradus hoc modo:
ddN* _ d JN «tdat __ 5} d L

' dx* d x' d X ^ *

, ddP' ddP _ «Ldg __ gdL-

.
d*> d X* dx dx

1

et ita porro.

S.cholion i.

114. Quanquam natura variationum atque etiam

quaeftionum eo pertinentium iam fatis eft explicata,

tamen huius argumenti tam * dignitas quam nouitas

ampliorem illuftrationem requirere videntur
,
cum

ne fuperfluum quidem foret eadem faepius inculcari.

Cum igitur ante geometria et huius calculi appli-

catione ad maxima et minima vfi fimus ad hanc
dodrinam magis explanandam

,
hic rem generalius

pro fola Analyfi contemplabimur. Primo igitur

fpcAatur relatio quaecunque inter binas variabiles x
et y ,

flue ea fit cognita
,

fiue demum definienda
,

indeque formata confideratur formula integralis quae-
cunque /V (/x

,
quae intra certos terminos compre-

henfa
,

Icu integratione a dato initio ad datum fi-

nem extenfa
,

vtique certum quendam valorem re-

cipere debet. Tum illa relatio inter a; et quae-
cunque fuerit

,
quomodociinque infinite parum im-

mutetur
,
vt fingulis X variationibus qnibuscunque

^x audlis iam refpondeant caedem j/ variationibus quo-

que
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» • •

que quibuscunque $y audlae, vbi quidem obferuaa-

dum eft tam in initio quam fine rationem harum
Yariationum per conditiones quaefiionum dari , in

medio autem iftas variationes ita generaliter afliimi,

vt nulla plane lege inter fe connedantur. Tum cx

hac relatione variata eiusdem formulae integralis

fWdx ab eodem initio ad eundem finem expanfus,

feu intra eosdem terminos contentus definiri conci-

pitur
,

ac tota iam quaeftio in hoc verfatur vt hu-

ius pofiremi valoris variati cxceflus fupra priorem

illum valorem formulae’ fVdx inueftigetur. Qui

exceffus cum per S/Vdx^ qnae forma ipfa eft va-

riatio formulae fVdx indicetur, huius quaeftionis

folutionem haiftenus dedimus ita late patentem
,

vt

omnes cafus quibus quantitas V eft funftio quae-

cunque non folum ipfarum x
j y , p , q

,

r, s ete,

fed etiam infuper formulam quandam integralem

vz:f?8dx vteunque inuoluens
,

in fc complcdatur.

Scholion 2.

II 5 . Quod in praecedente capite tacite aftum-

fimus de quantitate conftante variationi innentac ad-

iicienda quippe quam pars integralis variationis

fponte inuoluit ,
hoc in iftius problematis folutione

accuratius exponere eft vifum. Cum fcilicet in

huiusmodi quaeftionibus
,
quae ad formulas inttgra-

les reducuntur
,

perpetuo ad terminos integrationis

iit rcfpicicodum ,
fiquidem integrale nihil aliud eft

Yyy 3 nili

(•

/
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nifi fumma elementorum a termino dato feu initio

ad alium terminum feu finem continuatorum, haec

confideratio prorfus eflentialis eft omni integrationi,

fine qua idea valoris integraiis ne confidere quidem

poteft Quamobrem confljtutis integrationis termi-

nis initio fcilicet ct fine, ftatim ac variationis pars

integraiis ita eft accepta vt pro initio euadat nulla,

tum eiusmodi conftantem adiici oportet , vt etiam

paites ablolutae pro eodem initio deftruantur
,

fic-

que vniuerla variatituiis expreftio ad nihilum redi-

gatur. Quod cum fuerit fiuftum, ad finem integra-

tionis demum progredi licet ,
vt hoc pa<fto vera

variatio formulae integraiis propofitae ab initio ad

finem extenfac obtineatur. Haec autem variationum

dodrina ad duplicis generis quaeftiones accommo-
dari poteft ; dum in altero relatio inter variabiles

a: et^ data aflumitur
, et formulae integraiis iti-

dem datae jVdx variafio inueftigatur poftquam per

totam integrationis extenfionem variabilibus x tx. y
variationes quaecunque fuerint tributae

, in altero

autem genere ipfa illa variabilium x y relatio

quaeritur, yt formulae integraiis f^dx variatio

certa proprietate fit praedita
;
quemadmodum li ea

formula maximum minimumue valorem recipere

debeat hanc variationem in nihilum abire neceffe

eft Vbi iterum duo cafus fe oflerunt, prout maxi-
'

mum minimumue locum habere debet , vel qiiae-

cunque variationes ipfis x et y tribuantur
,

vel fi

tantum hac variationes certae cuidam legi adftringan-

tur.
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tnp. Ex quo manifeftum cft hanc Theoriam multo
latius patere, quam quidem ea adhuc in vfum eft

vocata.

Problema lo.

1x5. Si fiindlio V praeter binas variabiles x, /
cum fuis valoribus diflferentialibus

etiam duas pluresuc formulas intcgtales

V—/93//xi <i^—f^Q‘dx etc.

inuoluac vt fic

//S5 cr9)l </ar+!)? dp-^-Ci dq-\ 9t dr etc.

d'S^*zz'Si'dx+Wdy-{’'^'dp-^0!dq-{-tll*dr etc.

atque diSrentiali fumto

</Vr:L</<u+L'</t;'+ M<far+ N(//+P</p4'Q.</y4-ctc,

inuenire variationem formulae integralis J\dx,

S ol u t i o.

Si huius problematis folutio eodem modo in>

flituatur
, ac praecedentis , mox patebit calculum a

geminata formula iotegrali

vzzf^dx et v‘zz/tQ‘dx

non turbari neque etiam fi plures eiusmodi inuol<:

verentur. Quare tota folutio tandem huc redibit

,

vt confiitutis integrationis terminis primo integralia

JLdx=:l et fVdx=LV
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ita fint capienda ,
vt pro initio integrationi* enanc-

fcant
,
tum vero pro fine integrationis fiat 1—

A

et P=A'
;

quibus quantitatibus inuentis (latuatuc

porro

;

N+{A-I)9?+(A'-P)5tt'=:N' .

P4*{A-I)^-+-(A'-P)9>'=P'

Q4-(A-I)a-i-(A'-P)a'r=Q[. t

R4-(A-I)3l-i-(A'-I03i'= R*

ctc.

eritque variatio quaefita , dum vtrique variabili x
et j> variationes quaccunque tribuuntur, ex praeced.

Solution.

SfSdx-r^Jxi N'-£ + -0 +« - «c.)

-|-VJ.r+u{P- + + etc.)

+Conft.+ l2(0;-,|i+"^-etc.)
'

vbi commoditatis gratia elementum dx conflans eft

aflumtum.

Corollarium.
ii7* Si ergo etiam plures huiusmodi formu-

lae integrales /^Sdx in fumflionem V quomodo-'*
cunque ingrediantur

} expreffio variationis quaefitae
inde non mutatur

, fed tantum quantitates N' , P

,

Q! 7 ex iis rite definiri coouenit.

Scho-
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Scliolion.
II 8. Etfi formulae integrales

I=/L^r, V—fUdx
blnns variabiles inuoluunt

,
ideoquc valores fixos

recipere non pofle videntur
,
tamen perpendendum

Cft
,

in omnibus huiusmodi quaeflionibus femper cer-

tam quandam relationem inter binas variabiles x
et fupponi

,
fiuc ea abfolute detur, fiue demum

per calculum definiri debeat. Hac igitur ipfa re«

latione iam in vfum vocata , vt quantitas y indar

fundionis ipfius x fpedari poflit , formulae iilae

integrales vtique determinatos valores fortientur.

Problema ii.

II 9. Si funftio S3 praeter variabiles x tt y ^

earumque valores differentiales p, r, s etc. ipfam

quoque formulam integralem »=/^dx inuoluat

,

vt eius difierentiale fit

S3—g (/a + X+ 91 ^ + JQ. r + etc.

exiflente

d^—mdx-\-tidy-^pdp-^<\dq-\-xdr-\-ttc.

tum vero fit V fuoftio quaecunque ipfarum a: , / ,

p 1 q^r etc. infuperque formulae intcgralis vz/^dx,

vt fit

d\zzLdv+Mdx-{-l^dy+?dp+Qdq+Kdr ctc.

inuenire variationem formulae integralis fVdx.

FoL IU. Zzz Solutio.
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Solutio.
Ex problemate 9 . ftatim inuenimus variatio-

nem formulae mtegralis fSidx::v; conftitutis enim

integruionis terminis fumtoque integrali I 2dx~^
Ita vt euancfcat pro integrationis initio, pro fine fiat

3 ~ 21 ,
tum fiat breuitatis gratia i

CLH- ( 91-3 ) 9= etc.

erit ex illius problematis folutionet

pofito a^$j—pSx et fumto dx conflante,

lam vero cum quaeratur SfWdx ob

SfVdx= \$x~\-J {dxSW^d\$x'^

fofita breuitatis ergo

:

'
' dV=iLdv-\-dV/ et $V=zL^v+SVr
vt fit

*

N^y4-P</p-l-Q_</^-l-R</r+etc.

erit vt ibidem vidimus:

S/Vdx-V$x+fLdxSv-LdvSi)

+fdx{ N u -f -4-^ 4- -l- etc.

)

vbi fi loco dv et $v valores modo inuenti fubfU-
tuantur erit

dxSv-dvSxz-dxfdxl^ita+^^+^^p^^^^^+ctc.)

Nunc

\
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Nane ponatur fLdx~ I integrali ita fumto Tt

euanefeat in integrationis initio
,

in fine autem fiat

1=A, et habebimus

fUdxSv-d'vSxjz:nA-l)dxm‘o>+ ^+?g;!?+etc)

Refiituantur pro Q', 31' etc. vaiores fupra

affumti et ad calculum contrahendum ponatur;

N4-(A-I)9?4-(A-I)(9(-3>= N'

Q4-(A-na-h(A-I)(9J-3jq:;=Qr

R-i-(A-l) 3l4-(A-I)ta-l)r=^R'-

etc

ac manifeflum eft fore variationem quaefitatn

:

V //areV ^ ( N'o)+^ -l-
«c.

)

quae forma porro euoluitur in eandem expreiConem

qu;im lub finem probi 9 . ( 1 10 . )
exhibuimus, quam

eigo hic deuuo apponere foret fuperfluum.

C o r o 1 1. I.

120. Hic ergo formula intcgralis fVdx, cu-

ius variationem allignauimus ita ell comparata
,

vt

non Iblum turftio V formulam integralcm / ^dx
inuoluat ,

fed etiam hjcc fundlio 03 aliam formu-

lam intcgralem J^dx in fe complectatur j
vbi qui-

dem funiflio t) nullam an.plius formulam integra-

lem implicat. •

Zzz 2 Coroll. 2 *
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C o r o 1 1. 2.

i2i. Sin autem ct haec funftio i) infuper

formulam intcgralcm in fe inuoluat
,
iam latis pcr-

fpicuum ell ,
quomodo tum folutionem iuftitui

oporteat; llquidem tum valores N'', P', Q.'', R.'' etc.

partes infuper recipient
,

a poflrema itrmu.a inte-

grali pendentes.

Scholion.
12 3

,
Quomodocunque ergo formula integra-

lis JVdx fuerit complicata, praecepta hadcnus ex-

polita omnino fufficiunt ad eius variationem inuelli-

gaidam etiamfi forte complicatio fuerit infinita.

Cum igitur omnes exprelfiones binas variabiles im-

plicantes
,
quarum variation-.s vnquam fint inuelli-

gaudae vel a formulis ii.te^^ralibus fint liberae ,
vel

vnam plurcsue in fe compleiJlantur
,

easque vel

fimplkes \el complicatas vtcunquc
, huic Calculi

variationum parti
, quae circa duas variabiles ver-

fatur
,

abu.ide fiit-sfadurn videtur vt vix qiiicquam

amplius defiderari queat. Quamobrem ad formulas

trium variabilium progrediamur ac primo quidem
tales

,
quarum relatio per geminam aequationem

definiri ponitur
, vt binae variabiles tanquam fun-

Aiones tertiae fpeftari queant, fiue haec duplex re-

latio fit cognita fiue ex ipfa variationis indole in-

vcftiganda.

CAPVT
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C A P V T V.

DE

VARIATIONE FORMVLARVM
integralivm variabiles invol-

VENTIVM, ET DVPLICEM
RELATIONEM IMPLI-

CANTIVM.

Problema 12,

P
X33.

ropofita formula quacunque ternas variabiles x

,

z cum fuis diffcrentialibus cuiuscunquc gra-
dus inuoluente

, eius variationem definire ex varia-
tionibus omnium trium variabilium oriundam.

Solutio.
.

>

Sit W formula ifta propofita
; cuius primo

quaeratur valor variatus Wh-^W, qui oritur fi

loco X
f
z faibantur ipfarum valorcs variati

^ ^ -V

»

y -i- ) z — z ,

fimiliterque pro earum differentialibus

dx-\-d^ X ^
dy~\-d$y

^ dz-\-d$z

•t ita porro: a quo fi ipfa formula W auferatur

2 z z 3 • ireroa-
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Temanebit eius variatio SW. Ex quo intelHgitur

hanc variationem per confueiam differentiatiuuetn

obtineri fi modo loco figni differentiationis d
,

li«

gnum variationis $ fcribatur. Tantum notafle iu-

vabit
,

fi differentialium variationes capi oporteat,

perinde efle
, in quonam loco inter dificrentiationis

figna fignum variationis S collocetur
,

quemadmo-
dum fupra demonftrauimus ; vnde fignum variatio-

nis perpetuo in poftremo loco poni poterit
, quod

cum ad formulas integrales progrediemur
,
commo-

diflimum videtur, ficut ex. iis quae hadlenus de

formulis integralibus binas variabiles inuoluentibus

,

funt tradita, fatis eft manifeftum.

, V C o r o 1 1. I.

144.. Qitoniam 2 perinde ac y tanquam fontftio

jpfius T ipedlari potdl
,

fi ponatur

a = P =
r dx ^ d* »

fimilique modo formulae hinc deriuatae a 'fiipcrio-

xibus hon dilcrepaot.,
%

C O r 0 1 1. 2 . .

X25. Ponamus

et ?2--p^x— »,
eritque

i$y~pd$ x‘~qd)^^xz:du et d$ z-^pd^x-adx^xzJttf

»
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fi (cilicet datuamus

^ = ? et ^ =
Tnde patet fore

et ^p-q 3“A:=
N

c o r o 1 1. 5.

125. Si 'vlterius (latuamus

^ dr^., it a
d**” ’(Tjt ^’d*— 5*— w CtC.

erit fimili modo fumto dx confiante

i **

ficque deinceps^

Scholion u

SSI

127. Siue ergo formula varianda habuerit

valorem finitum fiue infinitum
,

fiuc euanefeentem

ope horum praeceptorum eius variatio perinde ac

fupra inueniri pote fi
,
neque enim haec praecepta a

fuperioribus dilcrepant, nifi quod hic duplic s gene-

rib valores differentiales
,

alteri litteris latinis p,
r, s ttc. alteri germanicis p , q , c, d etc. inJicati

introduci debeant, cuius rei ratio in eo efi fita quod

hic vtraque variabilis y et z tanquam funefiio ipfius

X fpcftari potefi. Sin autem vnica aequatio inter

t.rias enor linatas daretur vel quaereretur, litterae

hic intruduifiae p et p nullos habiturae effent valo*

res
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res certos
,
cum falua illa aequatione fraaiones ^

et ^ omnes omnino valores recipere poflent. Omiffis

autem his litteris ipfisque differentialibus in alculo

reliftis
,

etiam pro hoc cafu r<'gula in folutione ex-

pohta Yariationem declarabit.

Scholion 2.

xiS. Supra iam notaui hunc cafum trium

variabilium quarum relatio gemina aequatione defi>

nitur ,
follicite cfle diftinguendnm ab eo

,
vbi rela-

tio vnica aequatione definiri afliimitur. Difcrimen

hoc ex Geometria clarifiime illufiratur , vbi ternae

variabiles vicem ternarum coordinatarum gerunt

;

totidem autem in calculo adhiberi oportet non fo-

ium quando quaefiio circa fuperficies veratur, fed

etiam quando lineae curuae non io eodem plano

(itae funt explorandae. Atque hoc quidem cafu

pofteriori determinatio lineae curuae duas aequatio-

nes inter ternas coordinatas pofiulat
,

ita vt binae

quaeuis tanquam fundliones tertiae fpedari pofiint.

Superficiei autem natura iam vnica aequatione inter

ternas coordinatas definitur
,

ita vt vnaquaeque tan-

quam fundio binarum reliquarum fpecfiari queat y

vnde ingens difcrimen in ipfa tradatione oritur.

Praefens igitur caput inferuire poterit eiusmodi li-

neis curuis indagandis quae non in eodem plano fitae

maximi minimiue quapiam gaudeant proprietate.

Problc-
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Problema 15.

129. Si V fuerit fundlio quaecunque trium

•variabilium x
^ y ^ z earum infupcr diflferentialia

cuiusque ordinis implicans eaeque variabiles varia-

tiones quascunque recipiant
,

iuuenire variationem

formulae integralis fVdx.

Solutio.

Quaecunque differentiaHa in fundionem V in-

grediantur ea his fa<ftis fubditutionibus

:

dy^pdx dp—qdxi dqzzrdx
i
dr—sdx t,X.c.

dz— ^dX‘^ d^ — (\dx\ dc{— xdx\ dx’=-idx oX.c.

tollentur
, et quantitas V erit fundUo quantitatum

finitarum x
, y ^

z, p ^ q, r , s ete, p, q, r, d etc.

Eius ergo difftrenriale huiusmodi habebit formam:

</V “M +N 4- P + Q</y+R //r -1- S 4- etc.

-\-^dz 4"^i/p4'd </q 4" 3t ^r -\-^d$ 4"

vnde mutatis fignis differentiationis in 'fimul

habebitur variatio (5‘V. Ex fupra autem demonftra-

tis etiam pro hoc cafu'- trium variabilium habebitur

Sf\dx-f{Vdix+dx$V):zW$x+fidx$V-dV$x).

Vol. III. A a a a At
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At fadta fubftltutione fiet

M X+N5>+ P 5' />4-Q,^ ? 4R ^ f+ etc.
dx

+ 9? Ja+ + iCl ^q+ 31^ 1 4- etc.

—M ^ ;e— Np^^x— P^^x-Q>''^x—Rx^x- etc.

—9lp^x— X—ClrJx— x- etc.

\

Quodfi iam breuitatis gratia (latuacnus

Sy —pSxzzta et J'»—p5^x— tt)

fumto elemento dx conftante , ex §. §. xas. et

jz6. erit

Sp-q$x=:i-l i ^p-q^X=Jf .

$q^rSx:=z^ i ^q-t^xr:^

Sr-t$xzz^^i Jt-g^x=g?

etc.

tnde variatio quaefita hoc modo commode expri^

inetur

S/YdxzzVSx-^fdx
|N«+^ +^ + ^4-etc.5

^+etc.^

quae
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quae Tt fupra ad hanc formam reducitur :

SfVd^-+fudx{ti-S +^- «+|J_eK.)
+/»rfA:(5!-i» + g> _ 0 + _ „c,

)

+VJ*+c(P-S+|a_«+ett.)
+Con(l+ » (1> - ^ +g + „c.

)

• + ¥>(R-H + «c)

+ J^(S-e<c.)
. ,,

+ 4y(®-«c.)

cuius indoles ex fuperioribus fatis cft manifeda, ea-

demque circa conflantis additionem funt obferuanda.

C o r o 1 1. I.

130 . In hac fblutionc ambae variabiles _y et*
tacquam fundliones ipfius x fpeiflantur

,
flue iam

fmt cognitae flue demum ex variationis indole de-

finiendae. Neque etiam formula integralis f.\ dx
certum eflet habitura valorem

, nifi tam j/ quam *

per X determiaari conciperetur.
'

Aaaa a CoroU.
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C o r o 1 1. 2.

131. Si formula \ dx per fe fit integrabilis

,

nulla affumta relatione inter ternas variabiles, varia-

tio integralis JWdx nullas quoque formulas inte-

gralcs inuoluere poteft, ideoque neceffe eft vt tura fit;

;ct N-H + ^-^- 2-V^ + ^^.-etc.zro

et 3^_ f ^
4^-etc. zro.

C O r O 1 1.

132. Viciflim etiam fi hae duae aequationes
locum habeant hoc certum erit criterium for-
mulam differentialem Vdx per fe integrationem ad-
mittere

,
nulla inter variabiles ftabilita relatione.

Exemplum.
* 33 - Quo hoc criterium magis. Wuftremus fu-

mamus eiusmodi formulam per fe integrabilem
, fnque

fVdx=^=:t», ,, ,

vnde fit

^
**p ^ « ^*P 5tp

•

Ex cuius difi^rentiatione colligimus N”o

,

et

.

^
P o -iff: . . . I

;

^pp^ ~ fpY+ et 0=
'

^ lam
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bm pro prima aequatione ob N=o fieri oportet

feu P-|-^:=:Conft.

cuius veritas ex different iatione ipGus Q ftatim fit

perfpicua.

Pro altera aequatione

quia hinc efl

primo DeceOe ell tc iotegrabilU exiiiat liaec formula

X xp X p X pp ^

vnde ob qdx—dp manifcfto fit

jndx^s.
Supereft ergo vt fit

lo — gj— /fJJr/a:— -4- *1M t
die ^ J *»PP *PP ^ a p* xp'

Verum differentiando 0==^ ,
vtrinque perfeda

aequalitas refultat.

Scholion i.

134. Quodfi ergo quaeftio huc redeat, vt

formulae integrali f\dx valor maximus minimusue

fit conciliandus, tum ante omnia in eius variatione

ambas partes integrales idque feorfim nihilo aequari

oportet
,

propierea quod vteunque variationes con-

A a a a 3 fiituaii-
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ftituantur ,
Tariatio fempcr debeat mnefcere»

vnde duae emergunt aequationes idae

N-H+ dao-

d i a
dx*

4L? -i- ^ — etc. o et
d * d X*

d*K_i_«‘*®-ctC. = 0dx^^dx*dx*

quibus duplex relatio inter ternas \ariabiles x, y, z

ita exprimitur
,
vt deinceps tam y quam z redte

tanquam fundtio ipfius at fpedari podit Quando

autem hae aequationes funi difF^rentiales idque al-

tioris gradus
,
totidem vtrinque conflantes arbitra-

riae per integrationes in calculum inuehuntur, quoti

gradus -vtraque fuerit differentialis. Has vero con-

flantes deinceps ita definiri oportet, vt conditionibus

tam pro initio quam pro fine integrationis formu-

lae fVdx praeferiptis fatisfiat quod negotium eo re-

dit , vt praeterea variationis partes abfolutae ad ni-

hilum redigantur. Primo fcilicet conflans ita defi-

niri debet
, vt conditionibus pro initio praeferiptis

fatisfiat
,
\bi quidem ex quaeftionis indole particulae

(I), tu
d M d IB d djj

’dx>dx^dx* *

ddm
TI* etc.

definitos valores fortiri folent. Tum vero cum idem

circa finem integrationis vfu veniat
,

ex fingulis

. conflantes per integrationem ingreflae determina-

buntur.

Scholion 2.

13 S* Plurimum conducet hic obferuafle membra,

quibus variatio $fSdx exprimitur, fponte in duas

clafles difpefci, in quarum altera litterae tantam eae

con-

/
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confpiciuntur
, quae ad variabilitatem ipfius j , feu

ad eius habitum refpedu x referuntur, idque ita ac
fi quantitas z conflans eflet aflumta

, altera vero
claflis fimilcs literas a variabditate ipfius z tantum
i^endentcs

,
continet

,
quafl quantitas y eflet conflans.

Ei quo colligere licet , fi etiam quarta variabilis v
accedat

,
quae vt fundio ipfius x quoque fpedari

queat, tum ad illas duas clafles tertiam infuper efle

adiiciendam
,
quae fimilia membra a variabilitate

folius V pendentia compledatur. Quocirca folutio

hic data Ipedari poteft
,

quafi ad quotcunque varia-

biles extendatur
, dummodo tot inter eas aequatio-

nes dari concipiantur
,

vt omnes pro fundionibus
Tnius haberi queant. Etfi ergo hoc caput tantum
tres variabiles prae fe fert

, tamen ad quotcunque
pertinere efl intelligendum

, fi modo eiusmodi con-

ditiones proponantur
,
vt tandem per vnam reliquae

omnes determinentur. Talem autem conditionem
formulae integrales huius formae fV dx neceflario

inuoluunt
;
quotcunque enim variabiles in quantita-

tem V ingrediantur, expreflio fWdx certum valo-

rem definitum omnino obtinere nequit , nifi omnes
variabiles tanquam fundiones vnius x fpedari que-

ant. Longe aliter autem efl comparata ratio ea-

rum formularum integralium, quae ad duas plurcs-

ves variabiles a fe inuicem minime pendentes refe-

runtur. ,

Problc-



Problema 14.
I . >

1 35 . Si funAio V praeter tres variabiles x ,

y ^ z earumque diffcrentialia cuiucunque gradus iu-

fuper iiiuoluat formulam integralem v—f^8dx, vbi

23 fit funftio quaecunque earundem variabilium x ,

y ,
z cum fuis differentialibus iauedigare variatio-

nem formulae integralis fSdx,

Solutio.
Vt fpecies faltem differentialium e calculo

tollatur ,
ponamus vt ante :

dy—pdx, dp— qdx^ dqT=.rdx^ dr—sdxttz.

dzzzy>dXi d^—<\dx ^ d<\~xdx
y dx— idxtic.

ac fundtione V differentiata prodeat

dW etc.

+9J</2+^a^+£la'q+3Jfl^4- etc.

tum vero ob dv—^^dx fit

d^::zWdx-\-^^dy-\-V'dp^(^dq+K'dr-\- etc.

+9?Vs-i-'5>'<iV+ClVq4-3lVc+ etc.

vbi ob defcdlum litterarum iisdem accentu diftinftis

ttor. Hinc autem fimul earundem quantitatum V
ct 2B variationes habentur. lam cum quaeratur

variatio SfWdx, habebimus primo quidem vt ante

$f\dxz=:\$x~{-f{dx$V~dWSx)

vbi cum valor ipfius V non diferepet a praecedente,

nifi
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nifi quod hic ad eius different^aie dV accedat pars

hdv—h^dx et ad \ariationcm haec pars

LJv:=:L<J/SS^ar
j etiam variatio ' quaefita Sf\dx

forma ante inuenta exprimetur, 11 modo ad eam ad»

iiciatur hoc membrum :

/L{dx$ff8dx-^8dxSx)-fLdx{$/^dx-^^x)

Qjflia vero formula intcgralis fi8dx eadem cftquae

in problemate praecedente eft tradata
,

fi vt ibi fe-

cimus , flatuamus

pJxrru et Ji:—p^xrr»

elefocnto dx conflante alTumto habebimus

,

Qfddui

Jac* <tx*
etc.

etc.
smdx-^^xbrdxX' ‘

'^
J- I 3t'a»n»

( : ‘ C-^ ^7^W^ -di»-

Ponamus iam , integrale fhdx—\ fi fcilicet ita ca-

piatur, vt pro 'initio integrationis cuanelcat , tum
vero pro termino ^ati integrationis fiat 1=:A, quo

fado pro tota integrationis extenfiohe erit

JUx\$f^dx-‘}Q^x)z:f{kA)dx -

+etc.

^r«H-^"+^+etc.
• •

* * '

Nunc igitur introducamus fequentes abbreuiationes

N+(A-I)N^=:Nr :

P+fA-I)P>-p* ;

' ••

Q+(A-I)(i'^Q“ ; a-HA-I}a^Q
R+(A-1)R"=? i

SK+(A-l]!K'=3f

ctc. etc.

.r

rei. 'th. Bbbb atque
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atque maaifeftum eft variationem quaefitam ita ex-

prd6m iri

: ^^ ^ ^
$fVdxz:\Sx-\fdx<

V dX
dx*

etc*

quae etiam vt ante euoluitur io hanc formam

:

d d Q» _^ q. 4^ — ctC. )+ -fr d X*

-t

+Vi*+»CP‘- V+ - tS-+ '"•

'

+Conll.+»(?’-^ + ‘4^ ~^ '

+ 4^(R‘-'^ + etc.)

+ '^(3f- + «c. )

+ 3^(Sr-etc.)

+ ^(©*-etc.

)

vbi nemioem ofiendat fignum nihili litteris fuffixum

Cquidem non exponentem denotat ,
fed tantum a

has litteras, ab iisdem nude politis diQmgueadas a

bibetur.

GoroU. I.
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137. Si igitur formula integralis fVdx ha-

bere debeat valorem maximum vel minimum , va-

riationis inuentae bina membra priora fiatim nihilo

aequalia ftatui oportet , vnde duae refulcant aequa-

tiones difiercntiales
,
quibus indefinita relatio vtrius-

que variabilis ct z ad x definitur.
*

:
•

Coro 11. 2.

138. Etiamfi hic conditionum, quae forte

pro initio et fine integrationis proponantur
, non-'

dum ratio habetur', tamen ea iam occulte in cal-

culum ingreditur
,
quia litterae 1 'et A terminos

integrationis refpiciunt. Interim tamen eae in 'ipfa'

aequationum difierencialinm tra^atione iterum ex

calculo expelluntur
^
dum enim formula integralis

fLdx=l eliditor, fimul quantitas conflans A egre-

ditur.

Coroll. 5.

X39. Expeditis autem aequationibus his dua-

bus difierentialibus , idque generaliffime , vt totidem

conflantes arbitrariae in calculum t

integrationes inflitui oportuit, tum demum ad con-

ditiones vtriusque termini integrationis formulae

fWdx efl attendendum , quandoquidem hinc ex re-

liquis variationis membris abfolutis illae conflantes

determinari debent.

B b b b n ScbolioQ.
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Scholion.
140. Solutio huius problematis ita ell compa-

rata vt iam fatis fit perfpicuum
,

quemadmodum
etiam formulas magis complicatas , veluti fi fnndio

V plures formulas iutegrales inuoluat, vel fi quo-

que fun&io formulas nouas iutegrales complc(fla-

tur, expediri cooneniat Quia etiam nunc efl.ma-

uifefium
, fi huiusmodi formulae integrales plures

tribus -variabiles contineant, quomodo tum variatio-

nes inueniri oporteat
,
atque adeo non folum tae-

diofum fed etiam fuperfluura fotet fi copiofius hoc

argumentum perfequi velkm. Ad partem igitur

huius doArinae alteram multo abfirufiorem progre-

dior , vbi etiam relationibus inter variabiles coafH-

tutis duae pluresue a fe innicem minime pendentes

iR cakuk) relinqiMlDtur. > . i; ; .

r

.1 O *>

CAPVT
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CAPVT VI.

D E

VARIATIONE FORMVLARVM
differentialivm tres variabiles
INVOLVENTIVM, QVARVM RELA-

TIO VNICA AEqVATIONE
CONTINETVR.

Problema 15.

i+i.

Propofita aequatione inter tres Tariabilcs Xf y et

quibus variationes quaecuuque Sxy Sy^ tri-

buuntur, definire variationes formularum diflercn-

tiaJium primi gradus:

p=(H> »r=(h’)-

Solutio.
Cam vnita aequatio inter tres variabiles dari

ponitur
,
quaelibet earum taoquam fvin<^io bmarum

reliquarum fpe^ari potefi. Erit ergo t funflio

ipfarum ar et 7 ,
et meminilTc hic oportet expref-

lionem denotare rationem diflfcrentialium

ipfarum a; et j;, fi in acquaiioiie illa data, hae Iolae

:: B b b b 3 vt
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Tt variabiles tradentur, tertia y pro conftante habiti,

quoi idem de altera formula p'=(J|)eft tenendum.

Simili modo ipfae quoque variationes S^x ^ $y , Sz

vt fundiones infinite paruae binarum variabilium Jf

et y fpedari poflunt
,
quoniam fi etiam a tertia z

penderent ,
haec ipia eft fiindio ipfarum x et y ;

vnde fimul intelligitur quid ifiae formulae

(^)i (^r), item

(^)! (^)-« (^)i
fignificent. Cum igitur valor variatus formulae

'(H)=? fit ,

fi fcilicet hic variabilis y conflans fumatur
,

erit

hac conditione obferuata

df s __ izdt x \

'dx dx* '

propterea quod variationes ix et Sz prae * et «

euanefeunt. ‘Hinc ergo ob habebitur varia-

tio quaefita : <
,

quarum formularum fignificatus, cum tam ($‘2 quam
ix fint fondiones ipfarum x et y ^

hicque rjt con-

flans habeatur, per fe efl manifeftus. Simili autem

modo reperietur fore

>p'=(7r^-p'(‘-^),
vbi iam variabilis x pro conflante habetur.

'
1

^ . CoruU. X.

Digitizod by Google



C A P V T VI. 5^7

Corel 1. I.

142. Hic omnia ad binas variabiles a: et ^
funt pcrdU(fla , atque vt earum fundiones fpedan-
tur

, non folum tertia z
, fed etiam omnes tres

variationes «Jx
, $y ^ Szy manifeflum autem eft

,

has tres variabiles pro lubitu inter fe permutari
po£fe.

'

C O r O 1 1. 2.

143* Sufficit autem his binis formulis pr®
diffirentialibus primi gradus vti , quoniam reliquas
ad has reducere licet, fiquidem fit

(H)—

“

(35)=^.
vbi p et funt fundiones binarum x tt j.

Coro II. 2 -

X44. Inuentis ergo variationibus harum dua-
rum formularum

?=te)
reliquarum formularum modo memoratarum varia-
tiones hinc £u:ile reperientur. Erit enim ;

'

fp fp' dx "a; )

Scho-
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SchoUon I.

1 + 5 . Hic ante omnia obferuo. formulas dlflfe-

rentialcs certum valorem habere non pofle, nifi duo

diflferentialia ita inter fe comparentur
,

vt . tertia

variabilis
,

fi tres habeantur fcu reliquae omnes ;

fi plures adfint ,
conflantes accipiantur. Ita hoc

cafu quo inter tres varrabiks a:
, / et 2 vnica ae-

quatio datur, vel (altem’ dari concipitur, formula

^ nullum plane habet fi^nificatura
, nifi tertia va-

riabilis _y conflans fumatur, quam conditionem vin-

culis includendo hanc formulam innuere confucue-

runt, etiamfi ea tuto omitti pudent, quoniam alio-

quin ne vllus quidem fignifleatua adeffec.
'
Quod

quo magis perfpicuum reddatur, quaecunque aequa-,

tio inter ternas variabiles x
^ y ^

z 'proponatur
,
ex

ea valor ipfius z elici concipiatur , vt z aequetur

certae fundioni ipfarum x et j' , ei usque fumto

differentiali prodeat dz—pdx-\-p' dy ^
vbi* iterum

p et p' certae erunt funifliones ipfarum x et j', 'id-

que tales vt fit (^)— Sunita nunc y con-

fUnte fit dz—pdx (eu fomta autem x
conflante prodit Tura vero etiam mani-

feflum efl fumta z conate fore ^ = boins-.
a X r

^

modi autem formulas excludi cooueniet
,.

quanda

tam z quam variationes d ar
, et $z vt fundio-

«es ipfaruoi ar et.y repraefenramus.^

Scho-
-I ... .
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Scholion 2.

i4tf. Ex Geometria hoc argumentum multo

clarius illuOrare licet. Denotrat enim tres noftrae

variabiles z ternas coordinatas AX, XY, YZ, +.

inter quas aequatio propofita certana quandam luper-

ficiem aiOgnabit
,
in qua ordinata YZ=.z termi-

nabitur, quae vtique tanquam certa fiindUo binarum

reliquarum AX=a: et XY=y (pe^ri poteft, ita

vt fumtis pro lubitu his binis x <t y, tertia YZ=x
ex aequatione propofita determinetur- QiiodG iam
alia fuperficies quaecunque concipiatur ab ifta infi-

nite parum <di(crepans , eaque ita cum hac compa-

retur
,
vc eius punitum quoduis x cum propofitae

• punAo Z conferatur , ita tamen vt interuallum Zz
iit (emper infinite paruum

,
variationes ita reprae-

fentabuntur, vt fit ... • - . ... -

Sx=:Ax-AX^Xx i ^y=xy-XY et ^z:zyz-~YZf

et cqm.hae variationes prorfus arbitrio noftro per-

mittantur, neque vllo modo a fe inuicem pendcant,

eae etiam tanquam fun&ioixis binarum, x €t y fpe-

dfari poflTunt
,
idque ita vt nulla a reliquis pendeat,

fed vnaquaeque pro arbitrio fingi queat. Quin etiam

hinc intelligitur , quoniam’ fuperficies proxima a

propofita .diuerla eCfe debet, neutiquam fore

fiquidem pro fuperficie propofita fuerit

4z—pdx-\-^dy \

.Foi. UI. Cccc alio-
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alioquin punftum z foret in eadem fuperficie
,

ex

quo omnino ternas fun(Jliones ipfarum x ct y pro

\ariationibus $ x ^
Sy et $z ita comparatas efle

oportet ,
vt non fit

S z—p$ x-\-p'$y-

fcd potius ab hoc valore quomodocunque diferepet;

•vbi quidem imprimis notandum eft{ has fundiones

ita late patere ,
vt difeontinuae non excludantur

,

atque adeo pro lubitu variationes tantum in vnico

pundo vcl faltem exiguo fpatio conflitui queant.

Ne autem hic vlli dubio locus relinquatur ,
probe

notandum eft ; ex eo quod ponimus z eiusmodi

fundionem ipiarum x et
,
vt fit

dz—pdx-\-p'dy, > j.
I ' \

minime fequi fore quoque

Szz:zp$ x-\-p^ Sy t •

quemadmodum fupra afiumfimus
,

propterea quod

hic ipfi z propriam tribuimus variationem niuti-

quam pendentem a variationibus ipQrum x et y.
f •

Problema i5.

147. Propofita aequatione inter tres variabiles

X
, y ^

z
f
quibus variationes quaecunque dx, ,

S z tribuuntur
, ioueftigare variationes formularum

difierentialium fecundi gradus : , ,

ddz //__/ ddz

Solutio.

/

I
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Solutio.
Hic iterum 2 fpeftatur ’ vt ipfarum x

et y ,
quarum etiam lunt fuin^iones ternae Taria*

tiones S x\ Sy
^
Sz nullo modo a (c inuicem pen-

dentes. Quoniam in praecedente problemate pofui-'

mua - •

'

his formulis in fubfidium- vocatis habebimus

hicque ratio variationum $p et eft habenda
quas inuenimus

;

« sp'=i'‘-i^)-p'(.^).

Simili ergo modo calculum fubducendo reperiemus

primo

:

(4^) inuenitur fi valor ^pdifierentietur pofita

j conflante
, ac diflferentialc per dx diuidatur, vnde

oritur : .

<^)=C'^)-«(4^)-?(Vi-^) ob i=(H)
vnde concludimus

:

Eodem modo ob erit

at

C CCC 2 ideo-

Digitized by Google



57a C A P V T VL

ideoquc

)-P&
Alter aatetn Talor fitnili modo traftatap

praebet

:

cuius valoris ab illo difccepantia incommodum in«

Voluit moK accuratius^ .examinandum. £x tertia;

<autem formula elicitur:

Scholion. r.

Z48. In originem' difcrepantiae variatiiMus

ex gemino valore ; ;

r=i‘4)=(V7)
natae inquifiturus , obleruo in his formulis varia-

tionem exprimentibuSy^ vel quantitatem x vel quan-

titatem y pro conftanti haberi
,

prout denominator

cuiuscunque membri declarat. Verum fi quantita-

tem X confiantem manere fumimus , vtcunque in-

terea altera y mutabilis exiftit , natura rei pofiulat

,

vt etiam variationes ipGus x nullam mutationem

fubeant
,
quod autem lecus euenit , fi variatio ^

x

quoque a quantitate jr pendeat, quod idem de altent

variabili y ,
dum confians ponitur

, efi tenendum.

Ex quo manifefium efi , fi variationes ^x et

fimul ab ambabus variabilibus x et / pendere fu-

mantur.
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MMrar, id ipfi hfpothed ^ qua alterutra perpetuo

coortaos ponitur aduerfari. Quamobrem hoc incom-

modum aliter citari nequit nifi (latuamus, variatio-

nem ipfius X prorfus noir ab altera variabili
,
ne-

que huius variationem ab altera x pendere. Sin

autem Sx per folam x
,
et $jr per ibium / deter-

minatur, vc fit ec «

(^3^) = o et C‘^) = ,
erit etiam

ficque ambo illi valores dilcrepantes pro $ (f inuente

ad coofenfum perducuntur*

Scholiott 2 ,

X49. Omnibus autem dubiis in hac inueftiga-

tione ieliciifime occurremus, fi Ibit quantitati z va-

riationes tribuamus , binis reliquis x et y plane io-

variatis relidlis, ita vt fit tam ix~o quam ^>-0,
quo paAo non folum calculo confulitnr

, fed etiam

vfus huius calculi variationum vix refiringitur.

Quodfi enim fuperficiem quamcunque cum alia fibi

proxima comparamus , nihil impedit , quominus

fingula propofita fuperficiet pun<fla ad ea proximae

panda referamus
,
quibus eaedem binae coordinatae

X tx. y refpondeanr
,

folaque tertia z variationem

patiatur. Quin etiam haec fuppofitio, cum ad for-

mulas intcgrales progrediemur eo magis efi oece£&-

C c c c 3 xia
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m quandoquidem femper totum negotium adf-eius-'

modi formulas intcgrales perducitur
,
quae duplicem

idtegrationem requirunt
,

in quarum altera Ibla - x
in altera vero fola / vt. variabitis tradatur ; nili

ergo harum; variationes, nullae llatuantur maxima
incommoda inde in calculum inueherentur

;
qui

cum per fe plcrunqque At difficillimus
,
minime

confultum videtur
,

vt. e^ hac parte difficultates

multiplicentur. Qiiamobrem hanc tradationem ita

fum expediturus, vt in pofterum perpetuo -binis va-

riabilibus X et nullas plane variationes Mribuam
folamque tertiam z variatione quacunque '^z augeri

affiimam , vj?i quidem d z vt fundionem quamcun-

que ipfarum x et y Aue continuam Aue dilcontinuam

fum fpedaturus. ^ , r
' '

'

•Problema i/.

150. Si z fuerit 'Aindio quaecnnque ipfarum

X et j' ,
eique tribuatur variatio dz pariter vtcun-

que ab .v et > pendens
, inueftigare variationes for-

mularum omnium d.fierentialium cuiuscunque or-

dinis.

S o 1 u t i o.

Pro differentialibus primi gradus habentur hae

duae formulae

quarum vatiatiooes cum x et y nullam variationem

- pati
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pati concipiantur
, tx fupra inuentis ita habebunt

:

^P=(S;*) et Sp ("//)•

Pro dilftremialibas fecundi ordinis
,
hac tres formu-

lue habentur: ^
'

t ••

ita vt fit ,

' “ '

"

t=(}t),t'=(ifj=(‘j^) et'V'=(iC)':

quari' -n 'i^ariationes ex praecedente problemate ' ob
et Sj—o funt :

'
'

’ •

Simili modo fi ad differentialia tertii ordinis afeea*

damus ,
hae quatuor formulae occurrunt

:

quarum variationes ita expreflum iri manifeftum eft*

Jtr— — (ALL^\ • Xr//— f d*Szor—v-jp-;, or .

' dy* >

vnde per fe patet
,

quomodo variationes formula-

rum difierentialium fuperiorum ordinum fint ex-
primendae.

Corel 1. I.

X $ 1. Hinc iam manifofium efi fore in genere pro

formula difierentiali cuiuscunque ordinis

eiu»
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«ius variationem rr(^^^^r) >
i'* forma fii-

pcriores omnes contineatur.

Coro 11. 2.

IS a. Deinde etiam perfpicunm «ft introdu-

ceniis loco differentialium primi ordinis Jitteris p,

p', fecundi ordinis litteris f , 7
"'

,
tertii ordi-

nis litteris r , K, r'','»-'", quarti ‘ ordinis litteris

r , r'', s'^ etc. fpecicm differentialium tolli,

qiiemadmc^um etiam fupra huiusmodi litteris fpc-

ciem differentialium fuftuliimis,

. Scliolion. '

. ;

153- Quoniam binae ' variabiles x' et / prorfus'

a fc inuicem non pendente, ita vt altera adeo eun-

dem valorem retinere queat, dum altera per omnes

valores poffibiles variatur ,
cuidens huiusmodi for-<

mulam differentialem j- »
quippe quae nullum plane

fignificatum certum cflet habitura, in calculo nun-

quam locum inuenire pofle. Contra vero cum
quantitas z fit fun^lio ipfarum x ct y

,

hae formu-

lae et reliquae omnes quas fupra fum

contemplatus , definitos habent fignificatus , neque

vllae aliae in calculum 'ingredi pofiunt. Deinde

quia (emper quaeffiones. huc pertinentes eo reducere

licet , vt z tanquam funftio binarum x et ^ fpe-

^ari poflit
,
ciusmodi formulas ( vbi quantitas z

«. tflet
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eflct pro conflanti habita hinc prorfus cjccluduntnr,

neque vllae aliae praeter fupra memoratas in. cal-

culo admitti funt cenfcndae
,

ficquc omnes exprcf-

fioncs a formulis integralibus liberae praeter ipfas

ariabiles x
^ y ^ z alias formulas diffcrcntiales non

implicabunt praeter eas, quarum variationes hic funt

indicatae.

Problema i8.

15 +. Si z fit fumflio ipfarum x et cique ^

tribuatur variatio 8z vtcunque ab x et y pendens,

tum vero fuerit V quantitas quomodocunque ex tri-

bus variabilibus x , y , z earumque differentialibus

cuiuscunque ordinis compofita, eius variationem 5 V
inucftigarc.

Solutio.

Vt in expreffione V fpecics diflerentlalium

tollantur
,
ponamus vt hatflenus fecimus

:

«"=(^5-)(ty*

etc.

quarum formularum variationes a variatione ipfius

z oriundas ita definimus
,

vt pofita euidentiae gra-

tia ifla variatione $zzz(At quam vt fundionem

FoL III. D d d d quam-
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quamcunque binarum 'variabilium x et j> (pedari

oportet
f.

(it

*P=CiS)

;

^«'=(3^)!

etc.

Illis autem (adis fubftitutionibus exprelTio-^ propoflt»

V fiet fundio harum quantitatum a: , j'-, z
^ p ^

p‘i,

? » 9" »
^ *'’SO diffe-

xentiale talem induet formam

:

(iV=L<^.v+IVl<(y+ N</2+P dp+<^d f+R dr

+?‘dpl+(^dq>+R‘dr<

^(^‘dq“+R"dr"'

+R"W"‘
etci

Quoniam nunc (brmula V eatenus tantum variae

tionem recipit, quatenus quantitates, ex quibus

componitur, variantur binae autem x et y immu>
nes (latuuntur ,

eius variatio quam quaerimus erit

:

^VzzN^rf-l-P +Q_5^y.-1-R

>-1-
P' -H ^VH- R'

-h(^'Sq"-^-R'‘Sr‘“
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ac fi loco variationis S z (cribamus <o habebimus va-

riationes ‘inuentas fabnkuendu:

+PVJ5)+Q,'(A1.5r)+R'(.i^)

ctc.

cnius formatio, fi forte etiam diflferentialia altiorum

jgradmfm ingrediantur; per fe eft manifefta.

Coroll. 1.

155. Cum w fpedetur vt funftio binarum

variabilium x tt y ^
fingularum partium quae va-

riationem conftituunt
,

fignificatus eft determi-

natus ,
atque haec variatio perfede definita eft cen-

fcnda.

CorolL 2,

155. Quomodocunque autem e'xprefTio V dif-

ferentialibus fit referta ,
quandoquidem valorem cer-

tum indicare eft cenfeada ,
fubftitutionibus adhibitis

femper a fpecie difterentialium liberari debet.

C o r o 1 L 5.

i$7. Si noftrae tres variabiles ad fuperficiem

referantur vt fint eius coordinatac AX-r, xYry, pjg ^

yZ= a; ,
fola ordinata YZ—

2

vbique incremen-

Dddd a tum
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tum infinite paruum Z2=r<5‘z= w accipere intelli-

gitur
,

ita yt pun(5ia z cadant in aliam fuperficiem

ab illa infinite parum diferepantem.

Scholion.
158. Dubio hic occurri debet inde oriundo,

quod quantitatem z yt fundtionem binarum ar et j'

fpeftandam efle diximus; quoniam enim ipfis xetjr
nullas yariationes tribuimus-, fi in cxpreflTione V
loco z eius yalor io a: et ^ fubflitueretur

,
ea ipfa

in meram fundlionem ipfarum x et y abiret, neque

propterea vllam yariationem eflet receptura. Verum
notandum eft , tametfi z yt funftio iplarum x cty
confid«ratur,.eam tamen plerumque elfc incognitam,

quando fcilicet eius naturam demuni ex' conditione

variationis erui oportet; fin autem iam ab initio

eflet data , tamen dum yariatio quaeritur
,
fundlio-

nem hkc z quafi incognitam fpedtari coniienit

,

minimeque cius loco valorem per x et expreflum
fubditui licet, antequam yariatio, quippe quae a fola

Z pendet
,
penitus fuerit explorata.

CAPVT
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CAPVT VII.

DE
VARIATIONE FORMVLARVM
integralivm tres variabiles invol*
VENTIVM, QVARVM VNA VT FVN-

CTIO BINARVM RELIQVARVM
SPECTATVR.

Problema 19.

TS9'

Formularam intcgrallum huc pertinentium natu-

ram cuoluerc
,

ac rationem qua carum • Taria-

tioncs inucftigari conueniat , explicare,
*

Solutio.
Cum tres habeantur variabiles x

,
j' et z ^

quarum vna z vt fundiio binarum reliquarum ,v

et j' cll fpedanda, etiamfi in ipfa variationis inuefti-

gationc ratio huius fundlionis piro incognita haberi

debet; formulae integralcs quae in hoc calculi ge-

rere occurrunt ,
plurimum diferepant ab iis

,
quae

circa binas tantum variabiles proponi folent. Qiiem-

admodum enim talis forma intcgralis f^dx, vbi V
duas variabiles a; et >' implicare cenfetur, quarum y
ab X pendere concipitur

,
quafi fumma omnium

D d d d 3 valo-
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valornm elenieiuariurn Vdx per oames valore*

ipGus X colledorum confiderari potcft
;

ita quando

tres variabiles ar , j et s habeatur
,

quarum haec

z a binis x et j> fimul pendere concipitur
,

inte*

gralia huc pertinentia colledlionera omnium 'elemen-

torum ad omnes valores tam ipfius a:, quam ipfiusj'

relatorum inuoluunt^ ideoque duplicem integratio-

nem alteram per omnes valores ipdus x
,

alteram

vero ipGus y elementa congregantem requirunt. Ex
quo hniusmodi integralia tali forma ffVdxdy con-

tineri debent
,

qua fcilicet duplex integratio innua-

tur,* cuius euolutio ita inflitui folet
, vt primo al-

tera variabilis vt conflans fpeifletur , et formulae

/V d x valor per terminos integrationis extenfiw

quaeratur ; in quo cum iam x obtineat valorem

vel datum vel ab y pendentem, hoc intcgrale. /V</x

in fundionem ipfius tantum abibit, qua in dy
dufta fuperefl vt integrale fdyfVdx inueftigetur

,

quae. ergo forma fdyfVSx hoc modo tradlata illi

ffVdxdy aequiualere eft cenfenda. Ac fi ordine

inuerfo primo quantitas x donflans accipiatur
, et

integrale f^dy per termiiros praeferiptos extenda-

tur
,

id deinceps vt funftio ipfius x fpcdlari et in-

tegrale quaefitum fdxfW dy inueniri poterit Per-

inde autem eft vtro modo valorem integralis for-

mulae duplicatae ffW dxdy vtamur.

Cum igitur in hoc genere aliae formulae in-

tegrales -nifi huiusmodi ff\ dxdy occurrere nequeant,

totum
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totum negotium huc redit, vt quemadmodum hu-
iusraodi formae variationem inueniri' oporteat, often-

damus. Quoniam autem quantitates x et varia-

tionis expertes a(Tumimus , ex iis quae initio (unt

demonlirata facile colligitur fore

S/fydxdy—ff^Vdxdy ^

vbi variationem ipfius V denotat; hicque inte-

gratione pariter duplici eft opus prorfus vt modo
ante innuimus.

Coro r.1.

r<Jo. Si ponamus- intcgrale Jf\dxdy—W y
cum fit fdxfV d.y—W erit per folam x diffcreu-

tiaudo hineque porro per. y. diffe-

rentiando vnde patet integrale W ita;

comparatum effe vt £at

Coro 1

1

. 2^

i<fr. Cum duplfcx integratio fit inflfitucnd»- ,,

vtraque quantitas arbitraria introducitur ; altera au-

tem integratio loco conflantis fundhonem quamcun-
que ipfius .v quae fit X

,
altera autem fundlionem

quamcunque ipfius y ,
quae fit Y inuehir

,
ita vt

completum integrale fit

//VdxdyzzW-hX-hY,

Coroll. 3.

Digitized by Google



C A P V T VIL-

C O r O 1 1 . 5 .

i6i. Hoc etiam per ipfam refolutionem con-

firmatur, fit enim primo

Tum vero fit
)

quia: neque X neque ^
ab j, pendet. Quare fi. fuerit Jj)~V ,

erit,

integrale cornpletum . . ,

/fWdxd_y-W-\-X-hY.

Scholion i.

t6^. Omnino autem neceflarium eft
,

vt in-

doles huiusmodi Ydrmularum integralium duplicata-

rum accuratius examini lubiicietur
,
quod

commodiliime per Theoriam fuperficierum praeftari

poterit. Sint ergo vt hadlenus x et y binae coor-

dinatae orthogonales in bafi affumtae A X =z: x ,

Fig. 7. XY—y, cui in Y normaliter iufiftat tertia ordi-

nata YZ= z ad fuperficiem vsque porrefta. Si iam
binae illae coordinatae x et y. fuis, diflferentialibus

crefeant XX'— dx et YY'zz.dy^ inde in bafi ori-

tur parallelogrammum dementare YxyY' zzLdxdy^
cui elementum formulae integralis conuenit. Ita fi

de foliditate a fuperficie inclufa fit quaefiio eius

elementum erit —zdxdy^ idcoque tota, foliditas

—ffzdxdy'^ fi fuperficieS ipfa quaeratur, pofito

dz~pdx-\-p'dy erit eius elementum huic rc(flan-

gulo dxdy imminens —dxdyy{i-\-pp-Jf-p'p')y

ideo-

Dlgitized by Google



C A P: V T VIL 585

ideoqiK ipla fuperficies zzffdxdyV^t+pp+pipi)
^

ez quo generatim iutelligitur ratio formulae inte-

gralis duplicatae ffWdxdy. Qupd fi iam talis for-

mulae Talor quaeratur
,
qui dato fpatio in bafi tb-

•luti ADYX refpondeat
,
primo fumta x coqfiante

inueftigetor ' integrale fimplex/V^ri ac tum ipfijr

-aflignetur magnitudo. X Y ad curuara DY.porfedla^
quae ex huius curuae natura aequabitur certae fuur
fundioni ipfius x. Sic igitur dxf^ddy exprimet for-

mulae propofitac elementum redangulo X YxX^rj-ix
conueniens, cuius iutegrale deuuo fumtum fdxfWdy
et ex fola variabili x conflans tandem dabit valorem
toti fpatio ADYx refpondentem

, fiquidem vtra-

que integratio adiedione conflantis rite determinetur.

Scholion 2.

J64. Ita fe habere debet euolutio huiusmodi
formularum integralium duplicatarum

,
fi ad figu-

ram in bafi datam veluti ADYX fuerit , accom-
modanda ^ fin autem vtramque integrationem inde-

finite expedire velirtms, vt primo fumta x conflante

quaeramus integfl^ fVdy^ quod redangulo elc-

mentari XYyX‘~ydx conuenire cfl intelligendum,

fiquidem in dx ducatur
, deinde vero Jn integra-

tione formulae fdxfWdy quantitatem yziX Y ean-

dem manere concipiamus, fola x pro variabili fumta,

tum valor prodibit redangulo indefinito APYX^.:^
refpondens

, fi quidem conflantes per vtramque in-

,

Vol, HU Eeee tcgrsfi
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iegrationem ingreffae debite definiantur. At fi; ipatii

iftius reliqui termini praeter Kneas XY et PY Tt

indefiniti fpedbeniur ,
integrale ffVdxdy recipiet

binas fiindtiones X+Y indefinitas illam ipfius j; ,

hanc Tero' ipfius^. Quodfi ergo ad calculum' maxi-

morum et minimorum haec deinceps accommodare

'Telimus, quoniam maximi mininaiue proprietas,

quae- in i^tinm quodpiam datum A DYX compe-

tere' debet , fimulquoque cuiuis Tpatio indefinito Te-

luti APYX- conueniae necefle efi, duplicem illam

integrationem moda hic expolito iade^ito admioi-

ficari conueniet.

Problema 20.

j6s^. Si V fit formula quaeennque ex ternis

Tariabilibus > ,
z 'earumque difierentialibus com-

pofita , inuenire Tariationem fbrmuke integralis du-
plicatae ffVdxdy y dum quantitati z, quae Tt
fundlio binarum x ttj fpeiftatur,, Tariatioues quae-

conque tribuuntur..

mus

:

Solutio.
Ad fpeciem differentialiu^ ^tollendam fiatua-
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t V fiat fiindlio quantitatum finitarum x ^ y

,

* ,

P 7 P* » ? > * t' » t"
,

r"' etc. Tum po-
oatur eius difierentiale :

‘

dS—hdx-YVidy^rUdx-^-Vdp +Q(/ y + R </r

'-hnv
-

> etc
• •• • . . y ,

ex quo cum firaul eius variatio innotelcae

,

ex prc^lemate praecedente colligitur variatio quaefita

$/fVdxdyz::/fdxdy{N$z+?$p

- ' +PSp>-hQ^S^*-{-R'Srf

• 4-R"'^r'"

etc
, - '

Qjaodfi iam vti $. i54* fecimus ponamus variatio-

nem ,
quam vt fumaionem quamcunque bi-

narum variabilium 4: et^ fpe<ftare licet; Ituildem

^ftam variationem concludimus fore :
•

SfrVJx4r-/Tixiy(.tia+? ( 3
-:)+Q(i^)+R (^,

+P'il|)+Q.'t^)+R'(£j,)

+Qf(^)+R"l^.)

+R'"(J-^)

ctc.

£ e e e 2 CoroU. x.
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‘ Coro 11. I. '

166. Si ergo vtriusque fUaftionis * et

indoles ,
feu ratio compoGtidois ex binis' variabili-

bus a: ctj' effet 'data, tum per ^praecepta ante' expo-

lita variatio formulae; integralis duplicatae f(\dxdj

aifigaari poflct
;
quomodocunque quantitas V ex va-

riabilibus X ^ y ^ z
'

earumque difibrentialibus fuerit

conflata.
*

C o r o 1 1. 2 .

itf7. Totum fcilicet negotium redibit ad euo-

lutionem formulae integralis duplicatae inuentae

,

quae cum pluribus conflet partibus
, lingulas partes

per duplicem integrationem , vti ante explicatum
,

tradari conveniet.

Scholion.

x6S. Quando autem ratio fliniflionis z noa
‘ conflat' eai^ue demnm ex coixiitione variationis elici

'debet, ita vt ipfa variatio Szz:a nullam plane

' derminationem patiatur
,
quemadmodum fit fi for-

mula JfVdxdy valorem maximum minimumue
obtinere debeat { tum omnino neceflarium efl ,

vt

fingpla variationis inuentae SffVdxdy membra ita

reducantur
,

vt' vbique pofl fignum integrationis

duplicatum noa ' valores diflerentiales variationis

Sz'zz(n fed haec ipfa variatio occurrat; cuiusmodi

redudione iam fupra in formulis binas tantum va-

,riabi)es inuoluentibus fumus vfi. Talis autem re-

•

duiflio
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du(ftio
,

cum pro formulis integralibns duplicatis

minus (it confueta
, accuratiorem explicationem po-

ftulat. Quem in 'finem ob(eruo huiusmodi reduAione

perueniri ad formulas (impliciter integrales, in quiv

bus alterutra tantum quantitatum x et y pro varia>

bili habeatur
, altera vt conflante fpedlata

,
ad quod

indicandum , ne figna praeter neceifitatem multipli

r

centur
,

talis forma denotabit, integrale for.-

mulae di&rentialis Tdx
,
dum quantitas y pro

conflanti habetur ; (imilique modo intclligendum efi

/ in hac forma fTdj folam quantitatem y vt varia-

bilem confiderari quod eo magis perfpicuum e(l

,

cum hac conditione omifla , hae formulae nullum

plane fignificatum effent habiturae: • Neque ergo in

pofterum opus efl declarari » (1 T ambas variabiles

X ct y complodatur , vtra carum in formulis inte-

gralibus fimplicibus fTdx vel /Trfy, fine conflans

fiue variabilis accipiatur , cum ea fola cuius dif*

ferentiale exprimitur pro variabili fit habenda^ In

formulis autem duplicatis ffWdxdy perpetuo tenen-

dum efl ,
alteram integrationem ad folius x , alte-

ram vero ad (olius y variabilitatem adflringi
,

per-

indeque e(Te ,
vtra integratio prior inftituatur.

Problema 21.
^

idp. Variationem formulae integralis- duplici

tae ffV dxdy in praecedente problemate inuentam\.

ita transformare, vt poft frgnum. integrale duplica-

tum vbique ipfa variatio $z~tA occurrat.,» extur-

batis cius diffcrentialibus» ^ i t

£ e c e a Sulutiot
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S O 1 U t i Ol
•>

'

Quo haec transformatio latins pateat, fiot T et c

funAiones quaecunque binarum variabilium jf et^

et conCderctur haec formula duplicata ffJdxdy{£^

quae feparata integrationum varietate ita repraefen-

tetur

,

vt^ln integratione f'^dx[^^)

fola quanritas x vt variabilis fpcAetur. ' Tum autem

erit dx{^^)—dVt quia y pro conflante hj*ctur,

ideoque flet

/Tdv-Tv-fvdT ,

vbi cum ?n diflerentiali dT foUus variabilis x ratio

habetur ,
ad hoc declarandum loco dT feribi con-

venit

fT4x(p^)^Tv-fvdx[^^)

hineque noflra formula ka prodeat reduAa:

JJ‘Tdxdy{^^)—fTvdy-ffvdxdy[^^)i

Simili modo permutatis variabilibus confequemur

:

f/Tdxdy{^^)=JTvdx-ffvdxdy(^).

Hoc iam quali lemmate praemiflb, variationis In

praeced. probi, inuentae reduAio ita (e habebit t

y/P dxdy{^;^)=f? (idy-~ff(adxdy{^^ )

//Y'dxdy{l!^):=f?^tadx-ffuidxdy{’^^)-

Porro pro fequentibus membris fit primo

ideo-
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ideoque (^)=(J|) ,
Tnrfc conigitur :

f/Qdxdy{^^)=fQdyXp^)^f/dxdy{^^) {^-
2 >

ic poftrerao membra fi militer reduAo fit

Per eandem Ihbftitutionem habebimus
( -5^^) ;:(^)

bincqufr

qaae fbcma ob

/Q|^x(J|)=0;<o-/a^Ar(£l

abit in hanc.

tum Tero pro tertia forata huius ordinis nancifci-

mur t

Porro ob manente o = (^), fiet

)r/R*(S)-M{£) ) W

. crvixi}{t^)=rx.di{.‘.^)-fr<uixiy('^)



ita vt fit

% I

Deinde ob erit

ffK>dxdy[^y)zzK^v-fvdxiy^)-]rffvdxdy{^^^

ct quia hic

ffvdxdy{'^^) =f^dy{,\^)~JfiSidxdy{^^)

concludimus fore

:

Tandem permutandis x et y hinc colligimus

:

frK«ixdy[S? )=R"(g)-/(gyrtf.')+/».rf*(ig.

)

-/(|WS^)-//i.*^(S)
et

-fS<‘dxdjti^l

Quos
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Quos valores fi fubftituamus repcrimas

;

</a <// (N-
(^ )-V-

(

)

— fiL'y4- ci»R» \

\ay^'^dxdy/ '^dx^l
ddQ:- , / ai R" \

^/d»R'" \

\ ay J

+/P m rf/+/q*(|-p-/'is*'(it)+Q; B

+/Pu JT

C o r o 1 1. I.

170 Huius cxprcflionis pars prima fatis eft

perfpicua
, reliquae vero partes commode ita diiponi

poflunt
,
\t earum .ratio comprehendatur ;

ddR') [ -ao' 1 ./dJR"> I

ctc. r

J.. _. i:

-i?y)

III. Efff
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+ u(Q'_(^^)erc. 7 +(^“)(R^-ctc.>

t

C o r o 1 1. 2,

17 1. Hic leui attentione adhibita mox pace^

Wt , quomo(k> Klac partes 'tltcrios continuari de-

beant, fi forte quantitas V di^fercntialia altior4ini<

graduum compledatur.

C O r O I L 2 -

172. In liarum formularum' integrafium alilsy.

quae differcntiali (fy funt affedtae
,
quantitas x con-

flans famitur , cui tribuitur valor termino integra-

tionis conueaiens; aliis vero qnae diflerentiali dx:

font affediae

/

eft conflans et termino integrationis^

aequalis , vnde patet in terminis integr-ationum tanr

X y recipere valorcm conflantem.

Schorion h

173.

Haec ergo variationis formula ad’ euiit

caflim efl accommodata
,
quo vtriasque integratio*

nis termini tribuunt tam ipfi x quam ipfl / valorea

CDoflatitca Veluti fi de (uperfide fuerit* quaeflio'

Fiji 7. formula integeaUs ffydxdy ad rediangulum APYX-
in bafi affiimtum efl referenda

; ei usque valor ita

definiri debet vt fumtis a— o et y=:o
,
qui funt

valorea initiales, euaneftat
,
quo fado flatm oportet

x—AX.
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AX et j'”AP
,

qui funt valores finales; at-

que ad eandem Icgera' ipTa variatio iiiuenta eft ex-

pedienda. Qiiodfi iam ea quaeratur fupcrficics , in

qua formulae ff\dxdy hoc modo definitae valor

fiat maximus vel minimus, ante omnia necelTe cft,

wt pars variationis prima duplicecn integrationem

jnuoluens ,
ad nihilum . redigatur ,

quomodocunque

variatio accipiatur ,
vnde haec na&etur ae-

quatio 1

o=N-(K)-K'^)-(S)-l-etc.
,

J
’

‘ \dx dy' * (i *> d 7‘
'

. J J 044 . 4« *<44 . •

-Hd£Q"
dj

< I
d' K" »

' J ^ 'dxdyi /

^/d* R"^\
V dy‘

'

qua natura fiiperficici hac indole praeditae exprime-

tur. Conflantes autem per duplicem integrationem

ingreflae iia determinari debent
,

vt reliquis varia-

tionis partibus fatisfiat.

Scholion 2.

x*74. Quo haec inuefligatio in fe maxime ab-

fruft exemplo illuftretur, ponamus eiusmodi fuper-

ficiem inuefligari debere
,

quae inter omnes alias

eandem foliditatem includentes fit minima. Hunc

in finem efficiendum eft vt haec formula iotegralis

duplicata

fHxdy{z-\-aV{ i

wiaxiffium mimmumue euadat. Cum ergo fit

V=«-l-nV^(i-i-pp-i-pV), erit

L= o ,
M= o, Nm ,

F f f t i ttqno

Digitized by Googie



C 'a P V T VII.59«;

'atque

p— fUt et — ^
^ ~i-p p-t-ff ) V( J

*

ideoque
' dV= Hdz-^?dp-i-V>iip>

exinente

dz=zpdx->rp‘dy.

Quare fuperficiei quaefitae
’ natura hac aequatione

exprimetur

:

Eft vero:

(-)-
Vx'“- . .

- ^dx' ^ dx'
(i+/>/>+pV/

^

' a , dp‘
. dp

(i+??+pV)’ ^
Vbi notetur effe Ex quo ifta obtinetur

aequatio

;

(^+PP^P‘P‘)* _

+ (-+P?K^')
quam .-autom quomodo tradlari -oporteat, haud patet,

etiamfi facile perfpiciatur in ea aequationem pnp
fuperficie fpbaerica zzzz^c—xx—yy^ etiam

cylindrica' 2<* jy/ continerL

/
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EVOLVTIO
CASVVM PRORSVS SINGVLARIVM CIRCA

integrationem

AE(^VATlONVM DIFFERENTIALIVM.

I. '

Cum adhuc phirimae afque intef (e maximtf
difcrepantci methodi lint iu medium allatae

aeqBatiooes- diflferenriales integrandi, quaeftid

exoritur fummf fane momenti
,

an non vnica de^
tiir eaque aequabilis methodus

,
cuius ope omnts

illas diuerfas aequationes differcmialcs
, quas criam-

Bum rcfoluere licuit
, integrari' queant ? nullunt

enim eft dubium quin inuentio' tulis methodi rnaxi-

ma' incrementa in vniucrfam Analyfin efTct allatura.

Pluribus Geometris quidem feparatib’ binarum- varia-

biliumi



<foo EVOLVTIO NONNVLLARVM

bilium huiusmodi methodum fuppeditare eft vila
,

cum omues aequationum different alium integratio-

nes vel hac ratione (int integratae vel eo &cile

poflint reuocari. Praeterquam autem quod haec

methodus fubllitutioaibus abfoluitur
,

quae plerum-

que non minorem fagacitatcm poftulant
,
quam id

ipfum quod quaeritur, ac nonnunquam foli cafui

deberi videntur haec methodus etiam neutiquam

extenditur ad aequationes diderentiales fecundi altio-

Tumque graduum *, et qui tales aequationes adhuc

tradtauerunt, longe alia artificia in fubfidium vocare'

funt coadi. Qnamobrem feparatioi em variabilium

nequaquam tanquam methodum vniformem ac la-

tiflime patentem fpedare licet

,

quae omnes inte-

grationes
,
quae adhuc fucceffcrunt

,
in fe comple-

datur.

2. Talem autem methodum vniuerfalem iam
pridem mihi equidem indicafle videor, dum oftendi

propofita quacunque aequatione differentiali fiue

primi fiue alti^ris gradus
,

femper dari eiusmodi
quantitatem, per quam fi aequatio multiplicetur'^

euadat integrabilis
, ita vt hoc modo nulla plane

fubflitutione alibi anxie quaerenda fit opus. Ex quo
non dubito, hanc methodum aequationes differentia-

les ope multiplicationem ad integrabilitatem rcuo-

candi , tanquam latifCme patentem atque naturae

maxime conuenientem
, pronunciare ; cum nulla in-

tegratio adhuc fit expedita
,

quae hoc modo non
fiicile abfolui poflit. Cum fcilicet omnis aequatio

diffe-
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diflfercatialis primi gradus in hac forma ?dx+Qdy~o
contineatur

, denotantibus litteris P et Q fundiiones

quascunque 'binarum variabilium a: et
,

lemper
datur ciusmodi multiplicator M , itidem fundlio

quaedam ambarum variabilium x ct
, vt fadla

multiplicatione haec forma MP</a:4-MQ</>' fiat in-

tegrabilis; cuius propterea integrale quantitati con-

flanti arbitrariae aequatum exhibebit aequationem

integralem aequationis differentialis propofitac Vdx '

'^Qdy—o
,
quae eadem ratio quoque in aequatio-

nibus dificrentialibus altiorum graduum locum habet.

Verum hoc argumentum hic fuGus exponere non

eft animus
;

fed potius praellantiam huius methodi

prae feparatione variablium etiam eiusmodi cafibus

quibus id minime videatur
,
fimuique fummam eius

vtilitatem hic declarare conditui.

3. Quoties fcilicet in aequatione difiercntiali

variabiles x et y iam funt feparatae
, totum nego-

tium vulgo vt iam confedum fpedlari folet
,

quan-

doquidem huius aequationis

Xdx-\~ Ydy=:o f

vbi X denotat functionem folius x et Y folius y ,

integrale in promtu eft

fXdx-^/Ydy— Cond.

Interim tamen faepenumero vfu venire poteft
, vt

hoc padlo neutiquam forma integralis fimpliciflima

obtineatur
,

vel ea demum per plures ambages inde

deriuari debeat. Veluti ex hac aequatione:

, ‘Li -h OX ' y
Vol III. G g*g s primo
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primo clcitur iiitcgralc loganthmicum

Av-H/j — /<7 ,
.

vn^c (]ui«em ftatim fe proJit algebraicum xy— t.

Verum cx hac forma

‘i»
1 il— ~ o ,

oo-(-*) * 0 0 -ir y y

iatcgiatio folita praebet

Ang tang..v-+-Ang tang — Conft.

vnde non tam facile forma intcgralis algehra'ca

_?L±J'— — C deducitur. Ac prppofita hac forma :

• j —
_l- — o

in gcr.ere ne patet quidem, vtrum vtraiuc parS.

int:jralib arcu circulari an logarithmo exprimatur.

Interim tamen eius integrale ira algcbraice exhiberi

potert

:

CC(a; y)’+2YC.r/+ (3C(.r+>')+2aC+;(3i3-aYro.

qnae certe forma fimplicirtima nonn fi per plurcs

ambages ex integrali tranCceadcntc deriuatur.

4. H s quidem cafibus pcrfpicitur quomodo

redudionem ad formam algebraicam inftitui opor-

teat ,
lei ante al quot annos ciusn oJi integrationes

protuli
,

in quibus ne hoc xpiidem vllo modo pfae-

ftari pottft. Veluti fi propofita fit haec aequatio;

If i il-— — o

integrationem neque per logariihmos neque arcus

c.rcu-
*
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circuliircs expedire licet
, vt inde deinceps fimili

ratione aecjuatio algcbraicu colligi poflet : interim
tamen ortendi huius intcgrale idque adeo comple-
tum hoc modo algebraice exprimi

;

o - 2 C+( ce- j){xx+_yj )- 2 ( I+ CC)A7 + 2 Cxxyy

\bi e denotat conflantem per integrationem ingref-
fam. Quin etiam huius aequationis multo latius

patentis

1 dy

integrale completum efl

031aaC+pp-ay-l-aCpC- ao X.v+>''-i-(CC—

-i-aCyC—CC— aC^C—p£}.X7(a:-+j')

+( 2£C-i-^$-ye)xx}j

denotante C item conflantem quantitatem arbitra-

riam per integrationem inuentam. His igitur cafl-

bus pcrfpicuum efl feparationem variabilium
, qua

aequationes difFcrcntiales funt praeditae
, nihil plane

iuuare ad integralia earum forma algebraica contenta

eruenda
,
ex quo merito ciusmodi methodus dcfide-

ratur
,
cuius beneficio haec integralia flatim ex ae-

quationibus difF^rentialibus inuefligari potuiflent
,

in

quo negotio certe omnes ingenii vires tcntaffc non

pigebit.

5. Obfcruaui igitur hunc fcopum ope multi-

plicatorum idoneorum obtineri pofle, quibus aequa-

tiones diffcrentiales multiplicatae ita integrabiles eua-

daut ,
vt integralia flatim algcbraicc cxpreflli pro-

G g S g 2 deant.
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deant. Quod quo clarius perfpiciatur ab aequatione

primum propofita o exordiar, quae

per xy multiplicata llatim praebet

cuius integrate cll xy— C. Hoc ergo modo (ublata

feparationc aequatio in aliam transformatur
, quae

integratio lem admittit, ex quo intelligiiur metho-

dum ope multiplicatorum integrandi id pracllare
,

quod a feparatioiie variabilium immediate expedari

nequeat. Icem euenit in aequatione -j*

quae per multiplicata integralc praebet

dum ex ipfa aequatione propofita llatim ad loga-

rithmos fuilfct peruentum. Simili modo fi haec ae-

quatio feparata

:

h
> -t-xx 1

multiplicetur in aequatio refultans».

dx( l~^-yy)-^~dy(t ^ X X) _ ^
ix-i-y)*

integrationem iam fponte admittit
,

praebetque in-

tegrata ;

— Conft. feu J‘r±JL~a.
x-¥-y x—*J>

Hanc vero aequationem

I H-** ~ 1 ^yy

multiplicari conuenit in — >

deat

*dx(l-^.xx)(l-^-yy)-^.d y(xT^t)x —
itxy-i-xx— ij*

vt pro-

cuiut
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cuius intfgrale rcperitur

sxy— tx — y
3 JC > -4- Jl JC—

t

— feu JL£2 —a.
2 xy XX— 1

6. Contra haec exempla
,

quidus integralia

algebraica fine fubfidio feparationis funt eruta
, ob-

iicietur
,

multiplicatores negotium hoc conficientes

ex ipfis integralibus illis tranlcendentibus
, ad quae

Icparatio Yariabilium immediate perducit efle con«

cluibs
,

iisque adeo praeftantiam methodi per mul-
tiplicatores procedentis neutiquam probari. Cui qui-

dem obitdlioni primum relpondeo priora exempla

ftatim ab inuentis integrationis principiis fimili moJo
fuiffe expedita, antequam integratio per log.irithmos

erat explorata
,
quae ergo nullum lubfidium eo at-

tulifle efl cenfenda. Tum \tro quamuis concedam,

in pofierioribus exemplis integrationem per arcus

circulares multiplicatores illos idoneos commode fup-

peJitafTe
,

id t^men in ipfa cnolntiore minus cer-

nitur , eademque integratio fine dubio inueniri po-

tuiflet, antequam conflaret formulic inte-

grale effe arcum circuli tangenti x refponJentem-

\erum aequatio fiipra allata

. iJL ^ H ±2. — o

cuius intcgrale completum algebraice exhibere licet

nuUi ampl us dubio locum relinquit
,
cum enim

neutrius parti.s iotegrale ne contelUs quicem loga-

rithuiis vel arcubus circularibus exhiberi poflit, eius-

que forma ad genus quantitatum tranfeendentium

G g g g 3 etiam-
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ctiamnum incognitum fit referenda, haec certe nul-

lum auxilium ad intcgrale algebraicum inueniendum

attulifie cenferi poteft. Atque hoc multo magis de

aequatione illa latius patente in §. 4. propofita eft

tenendum
,
quippe cuius integratio omnino fingn-

laris ex principiis longe diucrfiflimis a me eft eruta,

7. Methodus autem
,

qua tum fum vfus

,

tantopere eft abftondita ,
vt "vix vlla "via ad eadem

integralia perducens patere videatur, et cum fepa-

ratio variabilium nihil plane eo contuliflet, vix etiam

quicquam ab altera methodo ad multiplicatores ad-

ftrida fperari pofle videbatur
,

propttrea quod tum

ipfe adhuc in ea opinione verfabar
,

per multiplica-

tores nihil pracftari pofll*
,

nifi quatenus (eparatio

variabilium eodem manuducat
;
quandoquidem qiiae-

flio differentialia tantum primi gradus implicaret.

Deinceps autem re diligentius confiderata pcrfpcxi
,

quoties aequationis cuiusque diffcrcntialis intcgrale

completum exhibere licet
,

ex eo vicifiim femper

eiusinodi multiplicatorem elici pofle
,

per quem- fi

aequatio diffcrentialis multiplicetur
, non folum fiat

integrabilis, fed etiam integrata id ipfum integralc ,

quod iam erat cognitum
,

reproducere debeat
; ad

hoc autem omnino necefle eft vt intcgrale comple-

tum fit exploratum, dum ex integralibtis particula-

ribus nihil plane pro hoc fcopO concludere licet.

Si enim propofita fit aequatio diffcrcntialis

:

o ,

cuius intcgrale completum vndccunque fit cognitum,

- confta-
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cor>ft;ibit id aeiuatior.e, quae praeter binas variabi-

les X ec y et quuiitit.ites conflantes in ipfa aequa-

tione differentiali contentas , infuper quantitatem

conflantem nonam prorfus ab arb trio noflro pen-

dentem complc(flctur. Quae fi littera C indicetur
,

eruatur e us valor ex aequatione inrcgrali
, ac re-

periatur C — V , eritque V certa quaedam funiflio

ipfirum X et y.

;

tum autem hac aequatione diffe-

rentiata o — dVj diffcrentiale dV neceffario ita

lormulam diffcrentialem Pdx-\rQ_^dy continere de-

bet
,

vt fit '

dV ” M(P</.v-l-Q</)')

,

cx qua forma multiplicator M , ad hoc integral*

C— V perducens fponte fc oScrt.

8. Qno haec operatio aliquot exemplis illu-

flrctur ,
lumatiir primo haec aequatio

,
nUy _ q

X ~ J ’

cuius inte^rale completum cum Ct infU-

tuta difF.rcntiatione pioJit

:

o—m y'^dx-\-ii dy fcu

vnle patet multiplicatorem ad hoc integralc ducen-

fem cfle

Eeindc cum huius aequationis

1

<^.y—— o',^xx ' i-i-yy

iulc-
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integrale completum fit

valor conflantis arbitrariae hinc fit C~- , cu-
* -t-y ’

ius diflerentiatio praebet

D — dg( I -4- 73' )— djl(i

C * -hy

0^ (^-4-»x)('-4->»y) r d X I ,
dy n

(a-h-3')' V I -I- X X ' i-i-yyJ

vnde multiplicator quaefitus eft n ^ ^
.

Propofita porro fit haec aequartio

dx
,

dy „ Q
v(o-Hi (3x-f-7** ) y {a-+- *^y -i-yyy

)

cuius integrale completum

CC(ar—j)’— aC(o+par+pj'+Yarj') +pp-ayro
dat primo

feu

+a-]-^(x-^y)+yxy+V (a+2 (3.v+y v.v) (a+ 2 (iv+yyy)

vel concinnius

:

—+«+(3(a:+;')+yxy+V(a+a (3.v+yA.*A0C®+ 2 (3>’+y/>')

vnde diffcrentiando fit

:

•)r^X{Q-\-yy)-^dy{fi4-v.v)4- vix-hjPjm^xj
' ' r t J i

v(«H-Jilx-(-7xxj
“

hinc-
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hircque colligitur multiplicator quaefitus:

Mr(p-l-y.v) '/(o£+ 2 ^y+y}y,+{P+’Vi>')>\a+ = |3a:+ yau').’

9 . Sim ii modo pro aequatione tragis complexa

:

I
.

dy

ex cius integrali completo fupra exhibito multipli-

cator idoneus M imiclligari poterit
,
tx qr.o fi l!a-

tim fuiilct cognitus idem hoc intcgralc immediate
elici potuiffet. Verum hic opus multo maius mo-
lior, quod autem primo conatu ncutiquam ad finem

perducere licebit; ex quo fatis mihi equidem prae-'

ftitifie videbor , fi (altem prima quafi lineamenta

notiae atque maxime defiderandae methodi adumbra,

vero cuius ope, propofita huiusmodi aequatione dif-

ferentia'! multiplicator idoneus eam reddens inte-

grabilcm intieniri queat. Ac primo quidem in hoc
negotio plurimum obferuaffe iuuabit

,
fi vnicus

huiusmodi multiplicator innotuerit
,
ex eo facile in-

finitos alios idem officium praedantes erui poffe.

Quodfi enim mailtiplicator IH aequationem diffq-

rcntialcm

?</.v -4-

Q

integribilcm reddat , ita vt fit

itkoqiie aequatio integralis V— C, quoniam for-

nfila

^V~M(
FoL III. H h h h per
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per funftionem quamcunque quantitatis V multipli-

cata perinde manet intcgrabilis, pcrfpicuum eft hanc

formam M/:V ,
quaecunquc fundio ipfius V pro

f: V accipiatur lemper multiplicatorem idoneum

praebere cum fit --

{?dx-^qdy)Mf:V=zdW/:W

ideoque integrabile. Inter infinitos igitur hos mul-

tiplicatores idoneos quouis calu eum eligi conueniet,

qui negotium facillime conficiat
,

et integralc (i

fuerit algebraicum forma fimplicifiima exhibeat.

Etiamfi enim integrale reuera fit algebraicum, omnino

fieri poteft
,
vt id ne fufpicari quidem liceat, nili

multiplicator idoneus in vfum vocetur
,
quemad-

modum fuperiora exempla abunde declarant.

IO. Sit ergo aequatio dificreutialis propofita

huius formae

in qua X fit funftio folius a: ct Y foliusj'; atque

inueftigari oporteat eiusmodi multiplicatorem M
,

quo illa aequatio algebraice intcgrabilis reddatur ,

fiquidem fieri poteft
:

quod cum raro eueniat
,
vi-

ciifim alTumta multipliaitoris forma M indagafle

iuuabit fundiones X et Y. Sit primo multiplicator

Tt intcgrabilis efle debeat haec forma

:

Ydx -f-Xdj
0.

Hinc
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Hinc fumta y conflante colligitur integralc

- Y L. r • V
|Ji a-Hil J ^

fumta autem x conflante prodit

quas ambas formas inter fe aequales efle oportet;
\nde fit

;

^yY+^y^a+^xi-yy) T:>'r-(3X+PY(rt+(3Ar+Y>')Ata;

feu (3X — Y Y ~(3 Y(*+Pa,'H-YY )(A;.r— F.y)

ficque patet fun<fliones Ara: et T:_y ita comparatas

efle debere, vt euoluto pofleriori membro termini ,

qui Cmul A’ et y continerent, fe mutuo tollant Ex
quo intelligitur fore

A:a— w(3A-i-Confl. et «YJ'+ Conft.

Statuamus ergo

A:x—r:y^m^x—myy-\-nf fietque

^X-yY-^y{m^^xx-myyyy-\-rt^x-\rnyy +«a
^

•\-ma^x-mayy-\f >

tnde colligimus

:

yL — y{m^^xx-Jr^{ma.-\-n)x-\-f-\-\na.)

Y — ^{myyyy-)ry{ma.— n)y+f'—ina.)

et integralis aequatio algebraica erit

myyYy-y(jna.~ri)y—f-\-\na
«yy

H h h h 2 leu
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feu fn^yxy-\~nyy—f‘\r'ina— C{ a+(3.v+ Y;')

Tcl loco C fcribendo C+ -i« erit concinnius:

*« PY .v;' - i « (3 a:+ J « Y y
— C ( a+ P A- 4-Y y

)

.

II. Videamus iam fub quibus conditionibus

haec forma aequationis gmeralis illa ratione inte-

grabilis euadat

:

I tdy —

—

A*x-+-B*-»-C y -+- E>-t-F
*

Comparatione ergo cum valoribus inuentis inlUtuta

colligitur :

Arr^wppY D~fcwPYY
B=r /5>(3Y(wa+ n) Ezrtp y(»^*"*”)

C=hy{f+'ina) Frzfcp^/-*«a).

Qiioniam hic totum negotium ad rationes littera-

rum reducitur
,
fumtis pro primis aequalitatibus

^=Ak ct '^—'Db
,

concluduntur reliquae :

I ES e» /_ ACHIH-DPfc*
”'* ADSS** ’ > ’ ~iADS6*<t ,MH)bkk

praeterea vero haec conditio requiritur
,
\t fit

4 A c— BB 4DF — EE
bh *T“

quae fi habuerit locum
, multiplicator idoneus erit

_ CAar.v+BA‘q-Cx')(Dyy+E;'q-F)

et
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AEqVATIONVM DIFFERENTIALIVM. (J13

et aequatio integralis inde refultans erit per bk
multiplicando

xy — ( B — E fc ) X ( t k — f.h \y A Ckk ~ T)?hh
* A fc 5 ADhk ~~

G ( s ( E h)-\- A h

X

—f- D>6y

)

quae immutata conflante arbitraria G ad hanc for-
mam rcuocatur

:

-GD-&Xj'-+--^d -GAik)= GGAD>^/fe

I

(*AC— BB)tt-t-f4DP — K E ) fc *^ tADbk~
feu ( lA^J! 4_G) -i-G) r:GG -f-® * 2 t) O

- I «DE— E E
a * * •

12. En ergo Theorema minime fpernendum
,

ctiamfi eius veritas ex aliis principiis latis manifefta
c(Tc queat.

Si haec aequatio d flcrcntialis

:

hd X
I

b d y _
Axi-f-Bx-t-C ' D>>-)-tV-^F — ®

ita fuerit comparata vt Ct
'

»AC— BB — 4DF — EE
bt> kk

tum cius intcjiale completum erit algebraicum

,

atque hac aequatione txpreirutn

!

(
« n>-f- E

j I ^^
»AX-<- B

i

t n y -4- E
j

_
«AC — B B 1 « D P— E K

t bt> * 2 k k

*;bi G denotat conflantem arbitrariam per integra-

ti h h h 3 tiouem



tfi4. EVOLVTIO NONNVLLARVM

tionem inucdlam. Hoc vero integrale inuenitur

fi aequatio propofita ducatur in hunc muUiplicato

Km :

( AarjH-B.v+C)(Dv)'4-Ey-i-F

)

t J A JC -4- B 1 1 U V -4- E *

l 6 ^
k /

13. Qiiemadmodum multiplicatori M tribui-

mus formam
X Y

('« -f- p* j' »

ita etiam formis magis complicatis vti licebit, quod

quidem in genere praeftari nequit. Euoluamus au-

tem multiplicatorem

— vx
(« -4-P »•+•>> -t-Sxjr)'

. Tt haec aequatio integr-abilis fit efficienda

Yd*-
Cc -+- P Jt -4- yy-i-S xy f

cuius integratio ad hanc perducit aequationem

-^-r— I Jf
' • y

“*X
*X

quae transformatur in hanc

tbi euidens eft ftatui debere

Vt nulli termini occurrant qui vtramque variabilem

fimul complebantur : hinc ergo fiet

X _ Y —
-y( v-»_ _ fl r_ ^a-(-Vyy6-4-»)

Vd-J* (5-h5> ^

+•/ —/ vnde
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AEQVATIONVM DIfFERENTIALIVM 6is

Tiidc concludimus

:

X= (y4-<J x)(&x+'/)

^ = (<=^+rj')(0+ 6 )-((^+^y)(yir-h/)
ilue cuoluendo

:

X— ((3 $ )xx+(«^+Pyi—'y^—^/)x+ayi-yf
Y— ( >ll]!>'+K+7 $-(3>]-a/ )y Vad-(3/

et aequatio integralis erit

quae loco X fubllituto valore inueuto abit ia

formam
-f-/

« +T* +>> +-S xy
— Conft.

haac

14. Transferamus haec iterum ad formam
Mx

[

kiy Q
Axx-t-B*-+-C

”

ac fieri oportet

;

A=-&(p<-5 e) D=Jk(Y^-^>))

B:zzb{a<^+^yi-y^~$f) E—ka^+y9-~^yi—$f)
Czzh[a.'i\—yf) f~k{cL9--^f)>

Primae aequationes praebent

A -'y\— li —^— i ri ’ ^ 5

fecundae vero
f — E& X jA7fc-«D0fc
>— 4 ~TTb~ — BK—Eb

Tnde ex tertiis colligitur

i£WA^-r^)— V(Bfc+E;{^)-Dco&

Bk-^EhyAak.
Hinc
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<Ti5 EVOLVTIO NOXNVLLARVM

Hinc a elidendo fit :

—
'
(AiY-D/?>pXB/t+E;5))

Tnde cum cfic nequeat

kky -T)h^zz.o y

quia alioquin fieret J“o, et quantitates $ , v)
^ f

infinitae
,
tum vero quod praecipue eft notandum

,

aequatio integralis prcxlirct Confi, ^cConfi. quo ergo

cafu nihil indicaretur
;

necefle eft vt fit

^{AC kk-DF hh) ~BBkk-EEhh feu

* ‘^C — B B « p p— E E yj Jlflte.
hb kk

Quod autem hic maxime animaduerti meretur, eft,

quod etfi tres litterae ^ , y ct ^ manent indefini-

tae
,
aequatio tamen integralis a praecedente nonnifi

quantitate conflante diferepat prodit enim

7jbk I — Conft
B*— Ei> ‘ :tAk>— Bk— —Ft>>)

V»v(iAr-4-B}-K P; Bx-(- .C)—3f.xr:'n-)-)-K)— Coilft.
kf2 A*-t- B) 2 -t-E;

quae forma quomodocunqnc accipiantur litterae (3

et y (cmp;;r \'cram aequatione n integralem exhi-

bet. Quod cum m'mis fit pcrfpicuum ,
oftendiffc

fuflicict ambas partes (3 et y inuoluentes fcorfim

fumtas eandem relationem inter a: ct definire.

Conft. tutis enim his duabus aequationibus;

2 A kxy R ky — Efcy— ? FS
I ,\‘k*

2

D6> ^ Bk-t-E» —
— I Tibry— Ekr-^-B kx-t- :Ck Conft

j Ak » -+- s P 0 -+-B k -t-

E

multi-
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AEQVATIONVM DIFFERENTIALIVM. 6i^

multiplicetur prior per Db pofterior per Ai, fiet-

que fu mina ;

AklB* — E/j)x -4-D^ft (ti—tb)y^tACH—tr>Fbh
, a1jc_j_ ! -+-£i

cuius valor vtique e(l coaftaus — propterea

quod
t AC»»—

1

DPb I» — Bi— E*
BHin-Eb I

Tuie patet propofitum.

15. Progredior nunc ad formam aequationum

magis arduam
,
quae fu

-i- = o

fitque multiplicator eam reddens integrabilcm

- M= PVX-hQ.VY,
ita vt aequatio integrationem admittens (It

' cuius vtrumque membrum leorfim integrabile fit

oportet. Pro priore ergo erit (j^=(|§-), pofte-

rioris nero integrale ftatuatur aVVXY, vnde col-

ligitur :

<l==x(j|)+v.g a

P=.Y(JI)-l-V.g

et ob priorem

ddV

Vol III.

conditionem

dx'

I i ii ex
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EVOLVTIO NONNVLLARVM

cx qua aequatione , (i loco V fumferimus certam

funAionem ipfarum x et ^ ,
difpiciendum eft

,
quo-

mock) idonei valores pro fuuAionibus X ec Y ob>

tlueautur.

iff. Demus primo ipfi V Talorem conftan-

tem puta V= i ,
ac perueoimus ad hanc condi-

tionem :

dd T ddX
d>*~ dx*

_

quae aequalitas tubfiflere nequit , nifi -vtrumqae

membrum feorfim aequetur quantitati confianii, quae

fit naa Tnde colligemus

Xrzaxx+bx-{-e et

hincque porro

et 0^— aax-l-^

Tnde aequatio integralis completa colligitur;

iaxy-i-dx+bj -f- 2 VXY~ Conft.

Quocica ifta aequatio differentiatis'

u l2 — o^f{axx-^.bx-^-ei
i ay y dy l

—
integrabilis redditur ope multiplicatoris

ac tum integrale completum reperietur

;

feu
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tca fublata irrationalitate : /

Haec autem aequatio diSerentialis multo latius pa-

tet illa quam initio $. 3. attuleram.

17. Tribuamus nunc ipfi V hunc Talorcra

V — 1-!
t a -f- p jc )* »

fi enim loco exponentis 2 indefinitum fumfiflcm

mox patuiflct, hanc pote-ftatem accipi dcbuifle. Erit

(dv\ — «p . (^\ — — *v
Idx' — ( o-f-px -+ Vjy)»

’ 'dy' ( « -4- P * -+- >> )*

/ ddV >— t PP
V dx* ^ (a -hP X -+.

et = .

yti*
' '

<V dx> ' (a4-P*-+-»ll* ^ dy* ' <a-t-P*-*-T>r

His autem valoribus fubftitutis fequentes oriuntur

binae formae

1 2(3 pX-‘^(a+pr+Y^)+ (a+par+yy)*

=

x2yyY-‘X^^(,ai-^x+yy)+^{a+^x+yjy

quia igitur in priore ^ in altera x non vitra duaf

dimenfiones afiurgit
,
euidens eft in formulis

ddx ddr
•

3?- Sjr

variabiles ar et jr totidem dimenfiones habere de-

bere ,
quia alioquin termini ex jt et j' mixti vtrin-

que aequales fieri non pofient. Cum ergo ipfac

fundiones X et Y ad quartum gradum fiat afeen-

1 i i i a furae
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tfao EVOLVTIO NONNVLLARVM

furae ponamus

X = Ax*+ 2 BA-*+Ca:*+ 2 Da’+E et

Y— + 2S)J+5-

Ea<fla iam fubftitutione pro priori parte prodit

i2(3(3Aa:* +24.(3(3B.v* +i2(3pC,xar-b24(3^D.v4-i2(3(3E

—24^13A —3dP(3B — i2p(3C — ia(3pD — i2o(3D

+ I2PJ3A — 24«(3A — 3<Ja(3B — i2a|3C +2aaC
+i2j3|3B +2p(3C +4a(3C

+24«(3A +24aj3B +i2aaB

+ i2a«A
— 2 4(3yAji*V- 3 <J(3yBrV— * 2 (3VC;^'- 1 2pyD/
+24PyA +24PyB +4pyC +4ayC

+24ayA +24«yB
+ E2yyAxxyy+ 1

2

yy B.vy'+ 2yy Cj^y

qui termini in ordinem difponantur:

1

2

yy A xxj'j>-\~i 2 y y Ba:/y-i- 1

2

y ( 2aA-pB)2u>

+

2

yy Q'>'+ 8y(3aB-pC)xy+

2

(<JaaA-6 apByppCj.rar

. +4Y(aC-3pD)j-f4(3a«B-2apC+3ppD}x
.

’

+2(aaC-^apD+6ppE)

Simili vero modo altera pars erit

l ageav.vy^-i-i 2gg93x\>'-i-i 2?(ca?t-y33).i)y'+2Sg(D.-J?

’l-8g(3a$8-y6:;Ay+2(<yaa2(-6ayS4-yy6:))j^

+4^(aS:—3y!D).r-f^(3aa^--2ayef3yy©)^

+2(cta(E—<?ayj^ -f"5yy
18.
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*^AEqVATIONVM DIFfERENTIALIVM. 5ai

i8. Coaequentur nunc ioter fc termini ho-
mologi Ttriusque formae

, et fcquentibus aequatio-
nibus erit fatis faciendum

xxyj'

xxy

xjy YyB— 2ag2f-ey95

XX <5«aA—5aSB+egC=??(E

V yyC=.6aa'^-6a'y'J&^'Yy(Z

jy

X

J'

X

Tres autem primae aequationes tantum duas dant
determinationes

:

I»— laAVa — .a«VA”— BV8-+-BVA

quarta ct quinta itidem vnicam determinationem

fuppeditant

:

f^_nr — Agg ) l/-BB_ggi
iA«. ——

*'‘a" -w-J

quae eadem quoque ex fexta fequitur. Satuatur
ergo

et e=
J ^ i i 3 feptima

3ayB-gyC=3ae»-gyg:

3aaB-2agC+3ggD=:ae€-3gy!5

“Y^—Sl^yD—3aa93-2«yS-f3yy®

ocaC

—

daSD-f-dSSE—cta£—<Joty®+d^yy£.

yyA— g§3(

2«yA-gyB—gg58

Digitized by Google



6^2 EVOLVTIO NONNVLLARVM

feptima et oftaua etiam vnicam determinationem

inuolunnt

DVA-4-Ova — AC^-4-aBB

—

4Aav.\a

D V A+5D V + ,-ifr + ^
ftatuatur ergo

T» B» I r.B L "» Pt ©— ®* 4- I!?

qui valores in -vltlma aequatione fubftituti praebent;

s®* «n®® _i nTti®

alii i 'vS~

quare commode flatui licebit

E= B* + bB B
4 A A

-4- -
1
-L~

a A V A “ a
Blg

I B V a
I

i'
—T ®* "tB g _—

i

6 B^"^ 4 aa ai

19, Cum autem fumferimus V~-
crit

—4P'A 3l*-^-l^la^-f.Cx3^-f-^Dx-^-E) I a(» A 3c*-4- »B»x-4-Cx-f-D)

0

flue

O” PB)x *-+- j( »ttB«-nc^r»+afgC—-pDix-)-»CaP—aPH

p— 'yg'J7-t-afag-l
'
yO)y-f-ifttO-a>g) ’

(a-»-3x-|-7j()»‘

vnde inuefligari oportet integralc' formulae ?dx-\-Qdy

ad
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AF.QVATIONVM DIFFERENTIALIVM. 6i%

ad quod C deinceps addatur aggre-
gatimi quantitati conflanti aequatum exhibebit io-
tegrale completum aequationis

I dy
y X ^ y Y

—
t

Pro illo autem integrali inucuiendo , ex prioribus
Taloribus pro P et exhibitis notetur fore fc-

rOdyzi _ t(,Ax*-t.,txx-^Cx-fjg) , r>.^
y,a-t-^x-^-yy) "• * •*

»Y.g>
i A ••

quae duae exprefliones aequales efle debent; quem
in finem ponatur

r . V— a(Axx-4.HT-4-H) A . -—

fietque

i^’y'a+^x+yyy/Q/y J?y(a4-5x+yy)7 Tdx

^Ayyxxjj
+Byyxyf
+y(2Aa—BS_'xr7

4-NyyXK
*l-( Acta—

B

ciS-|-N6S^xt

-fy ( 2Ba—C6+2N 'S]xy

4-']^2Nef—DS)r

q-( Baa—Ccf?+DSS+2NaG^)x
+ESS—'DttS-i-NcKt

+9lgex.^_r

4 S( 22fa—23y)aj7
+S5GS.VX)'

+(3fao6—SJay+3?yy)j7
+9?ggrx

+6 225»- ^y-^i1Siy)xy

+(Saa-(Tay+Syy+25?ay)/
+E'23?flt-Sy)x

^ (Jyy-S5ay+3?aa,

20 .

'Oigitized by Google



#34' EVOLVTIO NONNVLLARVM

20. Hae conditiones cum praecedentibus (i8)

perfefte conueniunt fi modo lumatur

N = ‘C et gjrrjC.

•Dluidamus fingulos terminos per tfy, vt prodeat

alor formulae

x^-yyy fQ^dy f

qui fubftitutis Taloribus ante inuentis reperietur:

xxjyVA'^+BxyyyJ+^&x:)^V^-

+(fe - i»)v+s -S +.w -
, ng

[ , »B . m > ^
“'.ayAa J* ' «VA» jV®/*

l BB®g _L »(BVa-t-»VA)» iiBg j_ ni(Bva—aVAJ l

r« AavAU «AavAa «a» ~ 4a« “ fSf*

Sit haec forma breuitatis gratia nrS eritque inte-

grale completum ;

S+VXY=Conft.(BV9(.pg3/A+2Aa:V2(-t-aa/yA)*

quod etiam hac forma concinniori exhiberi poteft

S+VXY^Conft (I^ + ^+zxVA+xjV^y.

Quare dum fun<^iones X et Y conditionibus ante
definitis fiht praeditae

,
hoc rhodo habebitur inte-

grale 'completum aequationis differentialis

1 a-y

V» V V

XI.
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• A-
•**' inueftigatio aliquanto generalius

inftttui poteft tribuendo ipfi V talem valorem
( a (3 X y^

i

3cyp* ficiJius autem calculi mo-
Icflias fiifcrare queamus' obteruo

, dummodo sarit-
biles X et j' quantitate conflante augeantur vel mi-
nuantur

,
cum ad hanc formam reduci —

reduci poiTer expedito aurem calculo refti.utiriaa^
mnuuetur. Confiderabo ergo hanc aequationis dif-
icrentialis formam

7"^ + ^ — o >

• ope multiplicato-
ris pyX-fQ^VY

,

Tt integrari debeat haec for-
mula

PifX+ Qjfy-}- OdxVY , fdyvx
.

^ yx ' yy

Statuatur partis pofterioris integrale::a VYXY fiet-

que vt \idimus :

Q=^X(i|)-l-V.« er P=aY(4J;)-fV.4-;.

Sit igitur V= -

'l B-*-xjy)« *

/dV\— —2y /dV\
'tTx' r a -+- x^ )* 'dy'

ita Vt habeamus :

O— 4- —
P:=.—

ideoque

(a_j.xjf)*

a Yx
xy)*

d_Y i_
dy (a-hxyl*

et

Nunc autem effici debet vt formula Pi/x-i-Q//f

integrationem admittat ,
hunc in finem duplici

VoL III. K k X Jt modo



€i6 EVOLVTIO NOMNVLLARVM

modo eius integrale capiatur dum vel j vel xcoa~
ftaiis accipitur

,
ficque obtinebimus

:

fVdx—
J yj^a-^-xy) yiy ' a-^-xy ~X- y y

fQdy — ^ I-
A «

' xr(a-f-x>) xc;j xdx ’ a-t-~xy ' xx

quas duas formas inter fc aequales reddi oportet.

Multiplicando ergo per ara-TVla+ary)’ habebimus:

+ .T arY (ai-ay)

—

laxx^— H-araT :

=

4 >- yX{a+xy)—2aj_yX— i^^(a+a>)+/>'A:.v.(a+-a/)*

vnde fingamus

X=i: \a*+ 2Ba*+Caa+2D.v+E; A:.mL.v.vq-MafN •

Y—%* +25S/*4-(Eyj'+ : 55>'+S
j
T:yzz2yy+ 3>04-9i

—
4 Aa’-t-<JBa.v+ 2Ca+iD et

53 4?l>''4-<SS/^4-2S/-h2(D

Hinc nofirae exprefliones induent has formas

xxyy{a-\-xj)'jqdj

+ Lxv*
4-MaV
+ 2B.vy
+ Naa^*

+ 2(C+ aL)ay
— 2 0 A.v*/

+.2(3 D+aM)aa/
— 2 oB.vy
+aaLxxj/

xxyy{a+xy ffPdx

+ £.vV
+ 2S5.vV

,

+ 2n.v‘/

— 2 o2f a.vy

+ 2((E-f a£).vy

+^xV
— 2oS3.va-y

-f 2(3S4-a2Jl)arV
+aa2xxjj/

2
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AEQVATIONVM DIFFERENTIALIVM. 52*7

+ 2( 2E+flN)->^y

+ o2r‘r

+( 2 a'D+aaM)xj'j'

+ oxxy

+( 2aE+aaN)yj'
-\-oxx

\-2[2Q-^a'3l)x'jf

+ oxyy

+( 2«5D+ fla2*?).v.v/

l + (2flS+ tfa3?)2r2r.

2 2 . Harum formarum coaequatio fuppeditat

fequcntes determinat.ones ; «

£~L; M:=233i STirraB; Ni:-2fl9(; 9?r-2aA

£— C; Di:-fl95; E=zaa^
;
(t~aaA

ita Yt habeatur haec aequatio differencialis

:

dx dy

> (AA-’+ 2 ha;'4-0'.v+ 2 Djiq-E y*—^y'+Lyy-2aI^+aaA)

cuius intcgrale completum eft

eB .r.^ -y^ 2 .vv— Iy+ 2Cty- 2«B.r+ 2 1>+ 1VXY 1

-0

(fl+.vyj*

Hic obferuo fi ponamus ^ ,
prodire aequatio-

nem initio allatam :

rConft.

cuius propterea intcgrale nunc eriam per principia

integrationis maxime naturalia aflignari potefi, cum
antea methodo admodum indireda co fuiflem de-

dudus. Intcgrale quippe cfi

A a-ArsS'-l-Bar2fA--4-i:) -f-CA‘2!-f-D(a:-4-z)-l-E-+-G(A:—s)’=S

V (Ax*-i- 2B.v*4-Ca-.v-f-2 D2--4-E
j
(A2*-+- aDs-f-E)

K k k k 2 quae-

%
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tfaS EVOLVTIO NONNVLLARVM

quae ab irrationalitate Uberata induit hanc fbrn^am;

GG(*-2)’+4G(Aa-Jf2S+Ba;s<j?+s)+CA,-?-+-n)(A'+2)+E)

+{BB—ACUxzz—aADA;2(a;+2)-AE(^-i-2) -aBDars

-aBE(2+2)+DD-CE=o

quae aequatio in hanc formam reduAa cum fupe-

riori conuenit

(
a A G -f- B B- AC )

A' X 2 2 4- a ( B G - A D ) A-2;.v-f-2)

+ (GG-AE)(A:4-2)’-2(2GG+BD-CG)a:2

+ a(DG-BE)(A+ 2 )+ aEG+DD-CE= o.

43 . Si nunc fcrutari velimus, fub quibus

conditionibus haec aequatio diffcreniialis integratio-

nem admittat

i£ t- — o

concipiamus hanc nafei ex illa ponendo 2

ita vt aequatio integral.s futura fit

(aAG+BB-AC)a:A'(/>'4-g)’+2(BG-AD)A:( fj+gJi^xy
+kx±//-i-g)-HGG—AE)(^j^ -t- g)*— a( aGG
—CG+BD)x; /j'-hgX^-+-k:-H = (DG-BEX^-fi)

+kxi-/y+g)+( 2EG+DD-CE)(fy-hkf=o.

At vero coeflicientes $1 , ,
JD , € ex his

quantitatibus f^g, h, k ita definiuntur vt fit

^{fk~gh)*— Af*+2hf’b+ Cffhh +2T>fh'-\-Eh*

^{fk-gb)'-2Afg-\-Eff{:igh-\-fk)^-Cfb{fk-¥gh)
^\•t)bb{^fk^Vgb)\^:^Eb'‘k

d[fk-gb)'
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z{fk-ghf-6xrg^-^6^fg[fk-\-gh)+c{fk-{^hr
^6'Dhk{fk-\-gb)-\-i Ehhkk+ iCfgbk

Z>(fk-gby-2Pifg^+'Bgg{gb-^3fk)-]rCgk{fk+gh)
+Dkk{fk+3gb)+ 2Ebk*

^{fk-gby z: Ag*+ 2 Bg’k-\rCggkli+ 2 Dgk'+ Ek*.

24- Videamus autem quousque problema iu

genere aggrelFi calculum expedire queamus. Sit

igitur propofita aequatio ^ ^ — o
,

quae per

PVX-f-Q^Vy multiplicata fiat integrabilis
, fitque

integrale

tVXY
( a -t- p X yy-t-i xy >’

~Con(l

eritque vt vidimus

:

( a-+^p X j xy )•

p __ — 4 Y ' *y -t- y X )“
“

( a -+- p X -+. yy •+ i xy7

vnde colligimus

d X
d X ( a -i-P X -t- yy-*-S xy)*

d Y
TyTT+ 0x-f- y y:-t- ixy)*

(y+^ a: )’ ( a d- (3 ar+Y/+ J .tJ' )YQiyr 2 ( (3 y _ a (J- JX
-+-{ 4.^X—(y-h^ )(*+ Pa:-l-y/-|-5' xj')

-4- ( a+ p jrH- yj» 4- 5 )’ A : a:

fimilique modo

(P+ ^>)’(a+(3a:+Y>'+^ P 2 (
(3y -dS )Y

4-(4^ Y-((34-<5>)^)(a+ PA- q- yj'4-<ya->')

4- ( a -I- (3 ar4-yr -1- ^ )’ r .7

quae duae formae ad confenfum perduci debent
,

ita \t prima per (y4 ^af)*, altera vero per (|3+3»*

K k Jt k 3 diuiA
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diuifa eandem fur.dioncm exhibeant' Qiiamobrem

ncccfTc cft \'t prior per (Y + ^.v)’, pofterior per

((3-^(5;'f diuifionem admittat, cui ergo rcqiiilito

ante omnia cft fatisfaciendum.

25 . Euoluamus priorem 'valorem partibus ab jr

pendentibus dirtinguendis :

I. 2(PY-“^)X+ 4^(a+ (3.v)X-(a+|3.v)'Y+<5‘a^)^

4(aq-f3ar/ A:.v

II. —y('Y + $x){^$X-{y+ $xy~+2{a+^x)Av:)

III. +_jj(y + ^'^')’^*'^

quae expreflio per (y + ^'^')* diuifibilis cfle debet 5

cum ergo tertia pars fponte fit diuifibilis pro fe-

cunda ponamus

(a+ P-v) A:.v-}- iSX= ['Y+$ x)R

et prima pars erit

-(« + pa:)(Y+^ A-)g

quae redit ad hanc formam ;

(Y+^ A')(2pX+(a+ pJ.')R-(a+pA')g)

ita vt

2pX+(a+ pa-)(R-g)

adhuc diuifionem per Y+<5'a: admittere debeat. Cui
conditioni fatisfit fumendo

R-|-A:.r-'-A^i>A':A-+(Y4-<^:»r)S,

Tnde
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AEQ.VATIONVM DIFFERENTIALIVM 531

"Viide fit

X— A . r — Ai. V, ;y4-Sx)’(^
iSi ,ifi'

-A . A -j- —j
j

idooquc prima pars erit

(y+Jx)’l|-R-'£^'S)+'.U+|3.v)(y+J;t)-S

fiue

(Y+^ 1+ A": i

P( V-f-S I ) q _ { 0 -f-Px )( 7 h- J JC) ds\“
J rs tTx/

deinde fecunda

^(Y+^^r 5V^A:a:-f5:if±A';a;+

C

ac tertia

(5dp. A‘:x+ <5=^5/+-

(Y+^A-)S-a4--r:
s

jyCy-h^^y

Quocirca formulae

valor erit
'

' JJ A: ar + ^ y A:.r+yy A: y A'; x

4- (fL±^ A": a: + ig.±P4>±jf)v A":

x

* add^ aOO

+ f-(y + Jx)S+(y +ix)/S-
' ' _ « £5

2* a*

feii ira concinnius expreffus

;

tP-<-5»’*A-v fa+ (3^Vp-*-^0 A/.y I
(a4-^’''a-i-'ir->-yi^'ixy) ^II.^

^ii 44

I (v_(_Jx)fP-t-SY) c [ 7 -t-g xH a 4-3 « 4-'>y-f-y»'y .)
ds

-+-
J

^.3 - ij -dx
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cui alter aequalis fieri debet ,
qui eft

~ii
— ^ S5 * V T- ,SS

"T j ^ iJ

25. Quodfi iam ponamus

:

/i:ArrJ 5 (A.TA + 2BA+C) et S=(J(Darjf+2EA:+F)

item

(91;:;'+ 2 95/+€) et 2 €>-qS)

reperientur nollrae exprefiiones ita euolutae

faq- parq-y^q- S-iy)*/Vdx

\-8i^xxyy

q-2J5BAy7 q-^(y9(-p!Dq-3(S)as!5'

q-^(PA—yDq-^E)x:tyf q-2(y558.v^

q-^(y€-a®>/

+^(pE-ttD)Atx q-(J5(£Aji'

, q-(ap^Bq-(Py * 'A-yyDq-55 q-( 2yoS-KPy-a<5 )9(-pp©q-d5

q-(ayA-2a^B+2p<JC-yyEq-y^F}/ q-(y (5
5q-fpy-aJ}£—«p®)y

q-{(3^F+(Py— «<5)^—ay D).v +:ap9(- 2a533+ 2 y5e- ppe-q-(3^3)x

+aetA—2ctpBq-ppC—ayE+PyF q- aa2(-2aySSq-yq £-ap£q-p>3

Tode

'

'
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Tnde nonnifi fcquentes fex determioationci dedu-

cuntur • •• -

Sl=A
'

•

^

ff Pj^oD_
•

••
. •

,

S .

'

«Ti— vy<— ,

‘ '

ai-,y
~

ff — inTB

—

ay,\—35

C

‘

«4—

T fioS-Pv;

' his enim omnibus iliis conditionibus fatisfit. Sic

igitur omnes litterae A,B,C,D»E,F ^na

cum o,
(
3

, y, S arbitrio nortro manent
.
relidac,

ex quibus deinde colligitur fundlio
•

aXr5 iJDx*+20 (J E+ y D-,'3 x‘\. )x*d (5 <y F V4y<JE+yyb-2
(
35B-'(3yq- 3 a$)A)xx

(y<5^F-H'y>yE—ayA—2«o B>r-4-yyF— 2oyB+(/3y-o5jC.

27. Hunc autem calculum \lterius non pro-

fequor ,
cum nunc quidem fufficiat methodurt) di-

redlam et rei naturae conformem aperuifle
,

quae

ad easdem integrationes omnino fingularesy quas

olim ex longe aliis principiis erueram
,

perducat.

In augmentum igitur huius feientiae plurimum in-

teferit iftam nonam methodum omni ftudio peni-

tius ferutari. Hunc in finem adhuc obferuo aliam

multiplicatoris formam adhiberi poffe
,

cuius ope

talis forma

= ovx ^ VY
^

Yol IIL Llll inte-
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EVOLVTIO NONNVLLARVM j

integrabilis reddi queat. Statuatur fcilicet inuItipU-

cator Mz=P+Q.VX Y ,
\t integrabilis effe. debeat

haec forma ^

^ ^qdxVY:=o: 1,

Fingatur prioris partis intcgralc rrzRVX po(!c-

fioris vero — 2 SVY , vt intcgrale completura fit

rVX+SV Yrr Conft.

ct fafta euolutione reperitur _

< «
*• -

Cum igitur debeat efle {^) —(^)

,

'manifeflum eft

formulam Kdx~hSdy integrabilcm c(Te debere. Non.
aurem opus eft , vc ea algebraicum habeat integrale,

fcd fiifficit vt integrationis charadbere fit praedita.

fl8. Sumatur enim

Rrr ^
Ctitque

II
'

i

gf C— X
a.4-|3*j» -+- 7 Jcxj> a -t-yx xyy

Q— — « 7 * xyy '

'v.
I a-irpx y -^yxxyyY~ .

P= ydX— . *Xyy(P-i-zyx y)-
d X { xy-i-y.x xy y) ( a ^ xy xy y

fimuique

P=r x-d Y
• V XX C (3 -4- ,7131 )

O

i I i : .1

i ’• .

. 1«
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ita vt habeatur

(ei-h^xjt-hYXXjfyyP:=i • - ‘

^(a-i-fixy-i-yxxjy_y)~2jfj>X(p-^2yx^):= -

’^{(t-\r^xj'-^yxxj^_y')-2xxY{^-{-2yxj).

Statuatur -

'

XrrAar*-i- 2 Bj:’+ Ca:j:+ 2 D.v-l-E itemque r

• Y=^y*^ 2 2^ y-\-e. ..

ac duo illi valores inter fe aequandi poHuIare de-
prehenduntur, vt fit

f

{3“o; B“o; 56— o; Drro et ©— o

tutn vero ii fient:

~~~xyCxy+ 4.aAxy—Ji.yExy-\-2aCxj
II. —— ^y^x’y~+-^aVlxy —^y(^x'j'+2ct(lXJ

vncic colligitur

^ 5<^= AE.
. . ;

Erit ergo

' X=AxVCjrx-|-ai Y=2t/+C/^-5.A
et aequationis

.
dy

'

‘

^

V(A2:’+Ca-j:-12(; Y

intcgrale completum erit <
;

j-nAa'^+Ca;a:-;-2()+A-V(2(;,’4^^_«A):zCoaft.(«+

• LUI 2 • • ‘ ‘ An
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29. Ex his exemplis flicile intelligitur
,

fere

nouum adhuc analyfeos genivs defiderari quo

huiusmodi operationes certo ordine inilitui atque

vltcrius extendi queant, a quo quidem fcopo adhuc

longiilimc - fumus remoti. Interim tamen ea, quae

haftcnus‘expofui maximi momenti *

efle Tidtntur
,

ad vniuerlalitatcm principii integrandi initio 'memo-

rati (Vabiliendam
,
cum adeo eius beneficio per mul-

tiplicatores idoneos eae, integrationes quae maxime

arduae etcognita principia tranicendentes erant vifae

expediri queant. Mihi qiiidem cum primum in eas

incidiflem, nulla alia via eo deducere videbatur prae-

ter eam; qUa tum eram vfus; nondum enim ani-

maduerteram femper
,

quoties cuiuscunque aequatio-

nis differentiatis integrale completum conflaret
,

ex

eo multiphcatorem
,
quo illa integrabitis reddatur

,

conclndr pofle t quae conclnfio
,

fi integrale tantum

fniffet particulare
,
neutiquam valuiflet. Quamobrem

integrationum illarum particularium
,

quas olim

fimul ex eodem principio alieno eram confecutus

,

longe aliter eft ratio comparata , neque adhuc per-

fpiccre licet
;
quomodo methodo quadam dircdla et

naturali ad easdem pcrucniri queat.

30. Eo magis igitur operae erit pretium

,

indolem harum integrationum particularium accn-

ratius examinari, quod quidem contemplatione calus

fimpliciflimi fiet. Huius igitur aequationis diffe-

rentialis •

dxy ( I V ( I \-jy)-\-nydx+nxdy—o
inte-
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AEQVATIONVM DIFFERENTIALIVM. ^37

iaCegrale particulare inueneram efle

fimiliaque integralia innumerabilia etiam inueni pro

eiusmodi aequationibus differentialibus
^

quae neque

a logarithmis neque a circuli quadratura pendent

:

quare haec aequatio ita fpe^letur
,

quafi non per

logarithmos integrari poffet Hic igitur primo quae-

ritur
,
qua via dire<Sa hoc integrale particulare ex

forma diSerentiali concludi queat ? deinde quomodo
aequatio diffcrentialis comparata efTe debeat

,
vt tale'

integrale particulare exhiberi queat ? Ad has ergo

quaelliones primum obleruo
,

aequationem algebrai-
_

cam ede integrale completum illius aequationis dif-

fcrentialis r

q X 1 ay ^
V t I -i- * s ) V ( 1 -^yy )

~ r

tum vero cx illa fequi

X -{-yV (1 -\-nn)z=.nV{i +yy) et

y-\-xVii+nn):=znV{i-\-xx)

ita vt tam V(i-l-arj:) quam y[T~^yy) rationali-

ter per X et y exprimi queac Cum igitur hinc

fit differentiando*

xdx _ dy-4-d«C ' -H») er ydy
V (

n

fi harum formarum multipla quaecunque ad illam

^
V( i-l-»* )

dy
iflt-r-yy)

zr o

addantur ,
femper prodire aequationem diflerentialenr,

cui aequatio algebraica particulariter faltem latisfa-

Llll 3



^38 EVOLVTIO NONNVLLARVM'" ~

ciat. In genere ergo huius aequationis difFerentialis

dx-t-Piijc dy-tJ2.yd2 — Piv-4-adx-t^Pdx-4-adj.)V(.-4-«i

integrale particulare erit

xx~\~yy--\-^xjy ( I -{-nn)zz:nn.

Sit iam ?:=x et ,
ac fatisfict huic aequa-

tioni ^ j

.

dxV(,

ex integrali \ero fit

A-dx -\~ydy--{ X dy \-ydx)y[i-\-nn)

^ta Tt habeatur haec aequatio dificrentialis

:

dxV

[

i-f-AA

.cui ergo intcgrale fupra datum particulariter con-

venit.
.

3i. Transferamus iam hacc ad catus latius

patentes
,
et pofiquam huius aequationis

4 X

y X
ii
VY

::r o

inuentum fuerit intcgrale completum
,

quod fit

W=:Confi. notetur hinc femper vtrumque valorem

radicalem VX 'et VY per fiuvfUoncs rationales

ipfarum a et ^ cefiniri. Sit ergo

VX=:R et VYcrS, idcoque
'

^^— idK et ^Vrz2</S

Sit iam P fundlio ipfius a et Q ipfius y ;
hiticquc

conflatur ifia aequatio:

T •

Cttl
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cui aequatio algebraica W— Conft. certe particula-

riter fatisFacit. Hinc fi P et Q ita accipiantur , yt

formula P</R-}-Q</S integrationem admittat, cuiu»

intcgrals fit — V , orietur aequatio tranfeendens

- 2 V= Conft.

cui aequationi W rr Conft. fcu valoribus inde de-

dudis VX— R feu VY^S paiiiculariter fatisfacit.

Tale ergo ratiocinium viam ad huiusmodi integratio-

nes particulares alloquia iuueatu difiicillimas pate-

facere videtur.

/ GC9‘.'>i4
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